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A szakdolgozat a Debreceni Egyetem Informatikai Kar matematika – informatika
tana´r szaka´n ke´szu¨lt. A te´mava´laszta´s sora´n igyekeztem olyan te´mako¨rt meghata´rozni,
mely o¨tvo¨zi a matematikai e´s informatikai ismereteket a tana´ri hivata´s kih´ıva´saival. I´gy
dolgozatom te´ma´ja´ul a hozza´m legko¨zelebb a´llo´ matematikai tudoma´nya´gat, a geometria´t
va´lasztottam, mely kutata´sa´ban e´s oktata´sa´ban rejlo˝ informatikai leheto˝se´geket ismertetem.
E te´mako¨r a´tfogo´ tulajdonsa´ga miatt csak egy kis szelete´t tudom a szakdolgozat keretein
belu¨l bemutatni.
A go¨rbeelme´let a geometria e´s a differencia´lgeometria egyik le´nyeges e´s fontos a´ga,
mely tanulma´nyoza´sa´t kora´bban is ve´geztem a Debreceni Egyetem Tehetse´ggondozo´ Pro-
gramja´nak kerete´n belu¨l, ke´so˝bb pedig kiemelt o¨szto¨nd´ıj re´ve´n. I´gy egye´rtelmu˝ve´ va´lt
sza´momra, hogy e´ppen e te´ma´t dolgozzam fel szakdolgozatomban.
A piacon megtala´lhato´ ku¨lo¨nbo¨zo˝ matematikai ira´nyvonalu´ programcsomagok ko¨zu¨l
a ke´t legjelento˝sebbet e´s tala´n a legelterjedtebbet va´lasztottam ki, melyek a Maple e´s a
Mathematica alkalmaza´sok.
Szakdolgozatomban szo´t ejtek a go¨rbeelme´let alapfogalmairo´l, ezek megvalo´s´ıta´sa´ro´l
a sza´mı´to´ge´p seg´ıtse´ge´vel, valamint bemutatom az a´ltalam haszna´lt ke´t program mu˝ko¨de´si
elve´t, a bennu¨k rejlo˝ leheto˝se´gek egy re´sze´t.
Az informatika vila´ga nem csak a kutata´si teru¨leteken ho´d´ıt teret, hanem egyre
inka´bb a ko¨zoktata´s re´szese´ve´ va´lik. Ebbo˝l kifolyo´lag ta´rgyalom a sza´mı´to´ge´p e´s az iskola
viszonya´t, valamint a ge´pek matematika o´ra´n belu¨l to¨rte´no˝ alkalmaza´sait – ku¨lo¨no¨s fi-
gyelmet ford´ıtva a geometriai leheto˝se´gekre. Figyelembe vettem, hogy olyan program fel-
haszna´lhato´sa´ga´t e´s felhaszna´la´sa´t mutassam be, mely ingyenesen is ele´rheto˝ mind tana´r,
mind dia´k sza´ma´ra. I´gy va´laszta´som a GeoGebra alkalmaza´sra esett.
Szeretne´m, ha e mu˝ seg´ıtse´get nyu´jtana a go¨rbeelme´tet alapjainak tiszta´za´sa´ban,
az informatikai leheto˝se´gek kihaszna´la´sa´ban e´s a sza´mı´to´ge´p oktata´si eszko¨zke´nt valo´






A Maple szo´ eredeti jelente´se juharleve´l. Ezt a rendszert 1980-ban kezdte´k el fejlesz-
teni a kanadai Waterloo Egyetemen. Pa´lyafuta´sa alatt a vila´g egyik legfejlettebb a´ltala´nos
ce´lu´ matematikai rendszere´ve´ fejlo˝do¨tt. 1988-ban megalakult a Waterloo Maple ta´rsasa´g,
mely kereskedelmi forgalomba helyezte a szoftvert. I´gy to¨bb egyetem is bekapcsolo´dott
a fejleszte´sbe. 1990-ben jelent meg elo˝szo¨r grafikus felhaszna´lo´i felu¨lettel, mely Windows
alatt futott. Ez volt a Maple o¨to¨dik verzio´ja. 2003-ban megjeleno˝ kilences verzio´ Java
alapu´ alkalamza´s lett. A 2005-o¨s Maple 10 haszna´lja elo˝szo¨r a dokumentum mo´dot. A
2007-ben megjeleno˝ 11-es verzio´ ku¨lo¨nbo¨zo˝ eszko¨zo¨ket haszna´l a mine´l eredme´nyesebb
feladatve´gze´shez.
A jelenlegi legfrisebb, Maple 12 ko¨nnyen kezelheto˝ grafikus felu¨lettel rendelkezik.
To¨bb bee´p´ıtett elja´ra´st implementa´ltak a fejleszto˝k a matematika szinte minden teru¨lete´n.
I´gy alkalmassa´ va´lt a numerikus sza´mı´ta´sok, gyors e´s ko¨nnyu˝ elve´gze´se´to˝l a la´tva´nyos,
o¨sszetett a´bra´k elke´sz´ıte´se´ig a matematikai probl´ema´k megolda´sa´ra.
2.1.2. Haszna´lat
A Maple egy hate´kony matematikai program, melynek seg´ıtse´ge´vel algebrai e´s for-
ma´lis matematiaki mu˝veletek ve´gezheto˝k. Tova´bba´ ke´pes numerikus anal´ızis feladatok
elve´gze´se´re e´s az eredme´nyek sokoldalu´ grafikus megjelen´ıte´se´re. A munkafelu¨leten szo¨veg,
matematikai kifejeze´sek e´s grafikus a´bra´k szerepelhetnek.A Maple nagy elo˝nye, hogy ke´pes
forma´lis sza´mı´ta´sok elve´gze´se´re. A program ku¨lo¨nbse´get tesz kis e´s nagybetu˝k ko¨zo¨tt.
Egy-egy Maple parancsot a > prompt uta´n adhatunk ki. E´rve´nyes´ıte´se´re az Enter
billentyu˝ szolga´l. Abban az esetben, ha csak u´j sort szeretne´nk kezdeni, haszna´ljuk a
Shift + Enter billentyu˝kombina´cio´t. Egy parancs leza´ra´sa ke´tfe´leke´ppen to¨rte´nhet: a
pontosvesszo˝ (;) hata´sa´ra az eredme´ny megjelenik a ke´pernyo˝n, mı´g a ketto˝spont (:) esete´n
nem. Elhelyezhetu¨nk a parancsokban megjegyze´seket is. Erre a # biztos´ıt leheto˝se´get.
Ekkor a jel uta´n be´ırt adott sorban le´vo˝ szo¨veget a program figyelmen k´ıvu¨l hagyja.
Egy u´j dokumentum megnyita´sa uta´n ce´lszeru˝ a restart parancsot haszna´lni. Ha-
ta´sa´ra az eddig megle´vo˝ o¨sszes eredme´ny to¨rle´sre keru¨l.
A program egyara´nt ke´pes forma´lis e´s numerikus aritmetikai megjelen´ıte´sre is.
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Az e´rte´kada´s jele a :=. Ne keverju¨k o¨ssze az egyenlo˝se´gjellel (=), hiszen ez uto´bbi
pe´lda´ul egyenletek megada´sa´ra, illetve logikai egyenlo˝se´g eldo¨nte´se´re szolga´l.
Leheto˝se´g van a kora´bban elke´sz´ıtett kimenetek u´jbo´li felhaszna´la´sa´ra. Ha ez az
eredme´ny nem tu´l re´gi, akkor a % jellel tudunk ra´ hivatkozni. Teha´t, ha az elo˝zo˝
eredme´nyre van szu¨kse´gu¨nk, akkor a %-ot, ha ketto˝vel kora´bbira, akkor a %%-ot haszna´ljuk.
Mindez csak 3 db % jelig teheto˝ meg. Ha enne´l kora´bbi eredme´nyre vagyunk k´ıva´ncsiak,
akkor a Ctr+L billentyu˝kombina´cio´ hata´sa´ra megjeleno˝ pa´rbesze´dpanelt haszna´ljuk.
A Maple leheto˝se´get biztos´ıt szimbo´likus egyszeru˝s´ıte´sre, mely nagyon hasznos. A
simplify elja´ra´s ezt valo´s´ıtja meg, melyet a dolgozat folyama´n to¨bbszo¨r is haszna´lok. A
fu¨ggve´nyek argumentumait kerek za´ro´jelek ko¨ze´ kell tenni. Ugyanis a ku¨lo¨no¨zo˝ za´ro´jel-
fajta´k elte´ro˝ jelente´ssel b´ırnak a Maple sza´ma´ra. A szo¨gletes([ ]) za´ro´jel lista´k definia´la´sa´ra
szolga´l, mı´g a 〈〉 pa´r a´ltal vektorokat hozhatunk le´tre.
A ko¨nnyebb adatbevitelt a grafikus felu¨let teszi leheto˝ve´. To¨bb panel is megje-
len´ıtheto˝, melyek tartalmazza´k a szoka´sos matematikai opera´torokat e´s to¨bb hasznos jelet
is.
A Maple program to¨bb csomagot is tartalmaz, melyekben ku¨lo¨nbo¨zo˝ t´ıpusu´ fu¨ggve´nyeket,
elja´ra´sokat implementa´ltak. Ezek haszna´lata csak a beto¨lte´su¨k uta´n kezdheto˝ el. Egy
alape´rtelmezetten nem beto¨lto¨tt program aktiva´la´sa a with(csomagne´v) paranccsal
to¨rte´nik. Ezen alapveto˝ ismeretek birtoka´ban ma´r kezelheto˝ a program.





Stephen Wolfram 1979 e´s 1981 ko¨zo¨tt alkotta meg az SMP-t (Symbolic Manipula-
tion Program), mely az elso˝ modern sza´mı´to´ge´pes algebrai rendszer volt. Ez tekintheto˝ a
ke´so˝bbi Mathematica elo˝dje´nek. 1983 - 1988-as ido˝szakban Wolfram kifejlesztette a Math-
ematica elso˝ verzio´ja´t. Ez egy egyszeru˝ rendszer volt, mely to¨bb specifikus proble´ma
megolda´sa´ra ke´szu¨lt. Az 1991-ben megjeleno˝ ma´sodik verzio´ ma´r to¨bb bee´p´ıtett fu¨gg-
ve´nyt tartalmazott. A harmadik verzio´ – mely 1996-ban jelent meg – tartalmazott in-
terakt´ıv felu¨letet e´s exporta´la´sI leheto˝se´get biztos´ıtott HTML forma´ba is. 1999-ben pi-
acra dobott negyedik verzio´ban a numerikus sza´mı´ta´sok elve´gze´se jelento˝sen gyorsabba´
e´s hate´konyabba´ va´lt. Fejlo˝do¨tt a ku¨lo¨nbo¨zo˝ dokumentumt´ıpusok ta´mogata´sa tere´n.
Bo˝vu¨lt a bee´p´ıtett fu¨ggve´nyek lista´ja. 2003-ban a Mathematica o¨to¨dik verzio´ja´nak mo-
torja sokat fejlo˝do¨tt e´s u´j funkcio´kkal bo˝vu¨lt, pe´lda´ul differencia´l-egyenletek numerikus
megolda´sa´ra is ke´pesse´ va´lt. 2007-ben a hatos verzio´ keru¨lt bevezete´sre, melynek a belso˝
fele´p´ıte´se´t teljesen u´jratervezte´k a nagyobb teljes´ıtme´ny ele´re´se ce´lja´bo´l. No¨vekedett a fel-
haszna´lo´bara´tsa´g, jobba´ va´lt a megjelen´ıte´s e´s az adatok a´tve´tele ma´S alkalmaza´sokbo´l.
A legu´jabb, hetedik verzo´ja jelento˝s feljeszte´seket tartalmaz a digita´lis ke´pfeldolgoza´s
teru¨lete´n, illetve a fejleszto˝k komoly hangsu´lyt fektettek a pa´rhuzamos feldolgoza´sra.
2.2.2. Haszna´lat
A Mathematica interakt´ıv, parancssoros kezelo˝felu¨letu˝ szoftver.
Az elso˝ parancs be´ıra´sa uta´n megjelenik a jellegzetes Mathematica prompt: In[1] :=.
Egy parancs e´rve´nyes´ıte´se a Shift+Enter billentyu˝kombina´cio´val e´rheto˝ el. Ha a bevitel
to¨bb sort foglal el, akkor u´j sort az Enter billentyu˝ lenyoma´sa´val kezdhetu¨nk. A program
ku¨lo¨nbse´get tesz kis- e´s nagybetu˝k ko¨zo¨tt.
Ha kora´bbi parancs eredme´nye´re akarunk hivatkozni, akkor haszna´lhato´ a % jel.
Mine´l to¨bb jelet haszna´lunk, anna´l kora´bbi eredme´nye´re hivatkozunk. Egy ido˝ uta´n vis-
zont bonyolultta´ va´lhat ez a fajta ı´ra´smo´d. Ilyenkor kihaszna´lhatjuk, hogy a Mathematica
nem csak a bemenetet, hanem a kinetet is sza´mozza. Ha a harmadik eredme´nyre vagyunk
k´ıva´ncsiak – fu¨ggetlenu¨l atto´l, hogy az milyen ,,messze” van – akkor a Out[3] hivatkoza´st
haszna´ljuk.
Fu¨ggve´nyek, parancsok argumentumlista´ja´t mindig szo¨gletes za´ro´jel hata´rolja. A
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kerek za´ro´jeleknek elku¨lo¨n´ıto˝, priorita´sjelzo˝ szerepu¨k van, mı´g a kapcsos za´ro´jelek lista´k
le´trehoza´sa´t szolga´lja´k.
Az egyargumentumu´ parancsok esete´ben a Parancs[kifejeze´s] helyett ekvivalens mo´-
don ı´rhato´ a kifejeze´s// Parancs alak is. A dolgozat sora´n ezt az ı´ra´smo´dot a Simplify
parancs esete´n to¨bbszo¨r is alkalmazom. Ezzel leheto˝se´gem van kifejeze´sek egyszeru˝s´ıte´se´re.
U´j munkafolyamat kezde´sekor hasznos, ha az o¨sszes va´ltozo´ tartalma´t kito¨ro¨lju¨k,
mely a ClearAll[va´ltozo´ne´v] seg´ıtse´ge´vel valo´s´ıthato´ meg.
A Mathematica ke´tfe´le egyenlo˝se´get ku¨lo¨nbo¨ztet meg. Az egyik, a definia´lo´, e´rte´kado´
egyenlo˝se´g (= vagy :=), a ma´sik ke´t kifejeze´s egyenlo˝se´ge´t vizsga´lja (==).
Mindezek ismerete´ben a Mathematica ko¨nnyen kezelheto˝.
2. a´bra. A Mathematica 7 felu¨lete
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2.3. A valo´s n-dimenzio´s Euklideszi te´r
Defin´ıcio´: A valo´s n-dimenzio´s euklideszi te´r (Rn) az o¨sszes rendezett valo´s sza´m n-esek
halmaza ba´rmely pozit´ıv ege´sz n esete´n.
R
n = {(x1, x2, · · · , xn) | xi valo´s sza´mok i = 1, · · · , n}
R
n elemeit vekoroknak nevezzu¨k.
R
2-et euklideszi s´ıknak, R3 pedig euklideszi te´rnek nevezzu¨k.
Defin´ıcio´: Legyenek p = (p1, · · · , pn) e´s q = (q1, · · · , qn) Rn-beli vektorok, λ pedig valo´s
sza´m. Ekkor
a ke´t vektor o¨sszege: p+ q = (p1 + p2, · · · , pn + qn) ∈ Rn,
p sklala´rral valo´ szorza´sa: λp = (λp1, · · · , λpn) ∈ Rn,
ke´t vektor skala´ris, vagy belso˝ szorzata: p · q =
n∑
i=1
pi · qi ∈ R,
p vektor hossza, vagy ma´s ne´ven norma´ja: ‖p‖ = √p · p,
ke´t, nem 0 hosszu´sa´gu´ vektor szo¨ge´nek koszunisza: cosα =
p · q
‖p‖ ‖q‖ , 0 ≤ α ≤ pi,
ke´t vektor ta´volsa´ga: d(p,q) = ‖p− q‖.
Te´tel: (A skala´ris szorzat tulajdonsa´gai)
R
n ba´rmely x,y, z elemei e´s ba´rmely λ valo´s sza´m esete´n
(i.) (x+ y) · z = x · z+ y · z,
(ii.) (λx) · y = λ(x · y),
(iii.) x · y = y · x, azaz a belso˝ szorzat szimmetrikus,
(iv.) x · x ≥0,
(v.) x · x = 0 akkor e´s csak akkor teljesu¨l, ha x = 0.
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Te´tel: (A norma tulajdonsa´gai)
R
n ba´rmely x,y elemei e´s ba´rmely λ valo´s sza´m esete´n
(i.) ‖x‖ ≥ 0,
(ii.) ‖x‖ = 0 akkor e´s csak akkor teljesu¨l, ha x = 0,
(iii.) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,
(iv.) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
Te´tel: (Cauchy – Bunyakovszkij – Schwarz – egyenlo˝tlense´g)
Az Rn te´r ba´rmely x,y elemei esete´n
|x · y| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ .
Egyenlo˝se´g pontosan akkor a´ll fenn, ha x e´s y linea´risan fu¨ggo˝k.
Defin´ıcio´: Legyenek p = (p1, p2, p3) e´s q = (q1, q2, q3) R
3-beli vektorok e´s (e1, e2, e3)







∣∣∣∣∣ p2 p3q2 q3
∣∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣∣ p1 p3q1 q3
∣∣∣∣∣ e2 +
∣∣∣∣∣ p1 p2q1 q2
∣∣∣∣∣ e3,
ahol ∣∣∣∣∣ pi pjqi qj
∣∣∣∣∣ = piqj − qipj.
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Te´tel: (A vektoria´lis szorzat tulajdonsa´gai)
Ba´rmely a,b e´s c ∈ R3 e´s λ valo´s sza´m esete´n a vektoria´lis szorzat
(i) antiszimmetrikus a× b = −(b× a),
(ii) homoge´n (λa)× b = λ(a× b),
(iii) addit´ıv (a+ b)× c = a× c+ b× c.
Te´tel: (Kifejte´si te´tel)
Ba´rmely a,b e´s c ∈ R3 vektorok esete´n
(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a e´s a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c.
Te´tel: (Jacobi azonossa´g)
Ba´rmely a,b e´s c ∈ R3 vektor esete´n
(a× b)× c+ (b× c)× a+ (c× a)× b = 0
Defin´ıcio´: R2 komplex struktu´ra´ja egy linea´ris leke´peze´s, J : R2 → R2
J(p1, p2) = (−p2, p1).
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3. A go¨rbe´k e´rtelmeze´se e´s megjelen´ıte´se
Egy go¨rbe´t to¨bbfe´leke´ppen e´rtemezhetu¨nk, ı´gy to¨bb megada´si mo´dja is le´tezik.
Alapveto˝en ke´t, egyma´sto´l szemle´letmo´dban elte´ro˝ megfogalmaza´sa ismeretes. Az egyik
a parame´terrel hata´rozza meg a go¨rbe´t, a ma´sik implicit mo´don e´rtelmezi azt. Ebben a
fejezetben kite´rek me´g a pola´rkoordina´ta´kkal to¨rte´no˝ le´ıra´sra is.
Elso˝ke´nt vizsga´ljuk meg, hogyan to¨rte´nik a fu¨ggve´ny-a´bra´zola´s a Maple illetve a
Mathematica programcsomagok seg´ıtse´ge´vel.
3.1. Fu¨ggve´nya´bra´zola´s
A valo´s sza´mokat valo´s sza´mokba ke´pezo˝ fu¨ggve´nyek a´bra´zola´sa´ra hasonlo´ nevu˝
elja´ra´s szolga´l mindke´t program esete´n.
A megjelen´ıte´s szempontja´bo´l fontos ke´rde´s a ze´rushelyek ismerete, hiszen a fu¨gg-
ve´nyek ezen helyeken to¨bb e´rdekesse´get mutatnak. Az adott fu¨ggve´ny ze´rushelyei ko¨zu¨l
kiva´lasztva a legnagyobb e´s legkisebb e´rte´ket megkapjuk az a´bra´zolando´ intervallumot.
Ezuta´n ma´r csak a te´nyleges kirajzola´s van ha´tra.
Maple
Tekintsu¨k a ko¨vetkezo˝ fu¨ggve´nyt:
f(x) = 4x4 + 4x3 − 13x2 − 7x+ 8,
melyet vegyu¨nk fel egy f nevu˝ va´ltozo´ba.
> f := 4x4 + 4x3 − 13x2 − 7x+ 8
A ze´rushelyeket u´gy kapjuk meg, hogy megoldjuk a 4x4 + 4x3 − 13x2 − 7x+ 8 = 0
egyenletet. A Maple seg´ıtse´ge´vel ez ko¨nnyen megteheto˝. Haszna´ljuk a solve parancsot.
solve(egyenlet, ismeretlen)
A parancs elso˝ argumentuma egy egyenlet, melynek megolda´sa´t keressu¨k, ma´sodik
parame´terben jelezzu¨k az ismeretlent. A mi pe´lda´nkban egye´rtelmu˝, hogy az x e´rte´ke´re
vagyunk k´ıva´ncsiak. To¨bb parame´terrel ella´tott egyenlet esete´n ez nem mindig van ı´gy,
eze´rt jelezni kell a program sza´ma´ra, mit is ke´ru¨nk to˝le. A solve elso˝ parame´tere lehet
egy egyenlet, pl.: x4 − 5x+ 3 = 2, vagy pedig egy kifejeze´s is, ebben az esetben a Maple
a kifejeze´s = 0 egyenletet tekinti megoldando´nak.
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Meghata´rozzuk a megolda´sok ko¨zu¨l a legkisebbet e´s a legnagyobbat, melyet amax illetve
min elja´ra´sokkal tehetu¨nk meg.
> a := min(%)
> b := max(%)
A kirajzola´s a plot rajzolo´ elja´ra´ssal to¨rte´nik.
plot (f, x = a..b, opcio´k)
La´thato´, hogy a plotnak to¨bbfe´le parame´terlista´ja van. Elso˝ argumentuma az a´bra´-
zolando´ fu¨ggve´nyt takarja, mely x-nek fu¨ggve´nye, ma´sodikke´nt megadhato´ az x tengely
menti intervallum, melyen meg szeretne´nk jelen´ıteni a fu¨ggve´nyt. Ha szu¨kse´ges, ugyanez
megteheto˝ az y tengely me´reteire vonatkozo´an is. A plot parancs to¨bbfe´le opcio´ja ko¨zu¨l
tala´n a legfontosabb, a scaling = constrained bea´ll´ıta´si leheto˝se´g, mely biztos´ıtja a
tengelyek azonos ska´la´za´sa´t. Ezen k´ıvu¨l leheto˝se´g van az a´bra´zolt fu¨ggve´nyek sz´ıne´nek
megada´sa´ra (pl.: color = blue) e´s a le´trejo¨vo˝ a´bra´nak c´ımet is adhatunk (pl.: title =
’Fu¨ggve´nya´bra´zola´s’ ).
Jelen´ıtsu¨k meg az a´bra´zolni k´ıva´nt fu¨ggve´nyt a ko¨vetkezo˝ parancscsal:
> plot(f, x = a− 0.4..b+ 0.4,title=’Fu¨ggve´nya´bra´zola´s’)
3. a´bra. f(x) = x4 − 5x+ 3 = 2
To¨bbfe´le bea´ll´ıta´s is megteheto˝ a Maple grafikus felu¨lete´nek felhaszna´la´sa´val. A plot
parancs eredme´nyeke´ppen le´trejo¨tt objektum uto´lag is mo´dos´ıthato´, ehhez legegyszeru˝bb
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a helyi menu¨ haszna´lata. Itt pe´lda´ul bea´ll´ıthatjuk a tengelyek elhelyezkede´se´t, ska´la´za´sa´t,
me´rete´t, mo´dos´ıthatjuk a sz´ıneket, le´trehozhatunk jelmagyara´zatot, mo´dos´ıthatjuk az
a´bra c´ıme´t. Ha szu¨kse´ges, exporta´lhatjuk ke´pke´nt is az objektumot, hogy esetleg ma´s
alkalmaza´sokban ke´so˝bb felhaszna´ljuk.
To¨bbszo¨r elo˝fordul, hogy egy koordina´tarendszerben szeretne´nk to¨bb fu¨ggve´nyt a´b-
ra´zolni. Ez ko¨nnyen megteheto˝ a Maple plot elja´ra´sa´nak seg´ıtse´ge´vel. Legyen a ke´t
a´bra´zolando´ fu¨ggve´nyu¨nk neve g e´s h, x ∈ [a, b]. Ekkor a plot alakja a ko¨vetkezo˝:
plot ({g,h}, x = a..b, opcio´k)
La´thato´, hogy a plot utas´ıta´s elso˝ parame´tere egy ke´telemu˝ lista, mely a megje-
len´ıtendo˝ fu¨ggve´nyeket tartalmazza.
Mathematica
Tekintsu¨k a ko¨vetkezo˝ fu¨ggve´nyt:
f(x) = x3 − 3x2 + 4,
melyet elo˝szo¨r kifejeze´ske´nt ta´roljunk el egy g nevu˝ va´ltozo´ba.
In[ ] := x3 − 3x2 + 4
A ze´rushelyeket az x3 − 3x2 +4 = 0 egyenlet megolda´sa´val kapjuk meg. Ez a Solve
parancs haszna´lata´val e´rheto˝ el.
Solve[egyenlet, ismeretlen]
La´thato´, hogy nagyon hasonl´ıt a Maple solve parancsa´ra. Elte´re´s a neve´n k´ıvu¨l,
hogy elso˝ parame´tere´ben mindenke´ppen egy egyenletet kell megadnunk. Kifejeze´s esete´n
a program hiba´t jelez. Az ismeretlen argumentumre´sz abban az esetben elhagyhato´, ha
egy egyismeretlenes egyenlet megolda´sa´t keressu¨k, e´s egye´rtelmu˝, mi az ismeretlen.
In[ ] := Solve[g == 0, x]
Out[ ] := x− > −1, x− > 2, x− > 2
A parancs eredme´nyeke´ppen le´trejo¨n egy lista, mely ta´rolja a megolda´sokat. Ahhoz, hogy
tova´bb dolgozzunk a ze´rushelyekkel, ki kell nyerni o˝ket. Ta´roljuk el a megolda´sokat az
x1, x2, x3 sege´dva´ltozo´kban. Ehhez elo˝szo¨r nevezzu¨k el a lista´nkat megoldas-nak.
In[ ] := megoldas = %
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In[ ] := x1 = megoldas[[1, 1, 2]];
x2 = megoldas[[2, 1, 2]];
x3 = megoldas[[3, 1, 2]]
A megolda´sok ko¨zu¨l a Min illetve a Max fu¨ggve´nyek seg´ıtse´ge´vel meg tudjuk
hata´rozni az a´bra´zolando´ intervallumunk ve´gpontjait.
In[ ] := a = Min[x1, x2, x3];
b = Max[x1, x2, x3]
A kirajzola´s a Plot elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel to¨rte´nik:
Plot[f[x], {x,a,b}, opcio´k]
Elso˝ argumentum az a´bra´zolni k´ıva´nt fu¨ggve´ny, mely x-nek fu¨ggve´nye. Ma´sodik
argumentum egy lista, ahol megadhato´ az a´bra´zolni k´ıva´nt intervallum kezdete e´s ve´ge. Az
opcio´k to¨bb leheto˝se´get biztos´ıtanak az a´bra forma´za´sa´ra. Mo´dunk van c´ım megada´sa´ra,
a tengelyek mo´dos´ıta´sa´ra, a go¨rbe sz´ıne´nek megva´ltoztata´sa´ra, e´s me´g sza´mos bea´ll´ıta´si
leheto˝se´get biztos´ıt. Egyes opcio´k haszna´lata opcio´ne´v − >e´rte´k alakban to¨rte´nik. A
grafikon c´ıme´nek megada´sa a PlotLabel − > ,,c´ım” utas´ıta´ssal to¨rte´nik.
Ahhoz, hogy f(x)-et a´bra´zoljuk, le´tre kell hozni egy fu¨ggve´nyt, hiszen g e´rte´ke csak
egy kifejeze´s.
In[ ] := f [x ] := g
I´ly mo´don egy kifejeze´st adtunk e´rte´ku¨l egy fu¨ggve´nynek. Most ne´zzu¨k a kirajzola´st.
In[ ] := Plot[f [x], {x, a− 1, b+ 1}]






4. a´bra. f(x) = x3 − 3x2 + 4
Az elke´szu¨lt a´bra uto´lag is mo´dos´ıthato´. Egyszeru˝en a´t kell ı´rni a megfelelo˝ beviteli
re´szt, majd u´jbo´li SHIFT + ENTER billentyu˝-kombina´cio´val e´rve´nyes´ıteni a va´ltoza´sokat.
A helyi menu¨ haszna´lata´val elmenthetju¨k az a´bra´t to¨bbfe´le forma´tumban annak megfele-
lo˝en, mire lesz szu¨kse´gu¨nk a tova´bbiakban.
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To¨bb fu¨ggve´ny a´bra´zola´sa ugyanabban a koordina´ta-rendszerben ugyancsak a Plot
elja´ra´s haszna´lata´val e´rheto˝ el oly mo´don, hogy az elso˝ argumentum nem egy fu¨ggve´ny,
hanem to¨bb fu¨ggve´nyt tartalmazo´ lista lesz.
Plot[fu¨ggve´ny-lista, {x,a,b}, opcio´k]
3.2. A go¨rbe´k parame´teres elo˝a´ll´ıta´sa
Defin´ıcio´: Legyen I a valo´s sza´mtest egy intervalluma. Ekkor a ko¨vetkezo˝ mo´don
e´rtelmezett hozza´rendele´s ke´ptere´t parametriza´lt go¨rbe´nek nevezzu¨k.
c : I → Rn
c(t) = (x1(t), · · · , xn(t)),
ahol t ∈ I e´s minden xi(t), (i = 1, · · · , n) valo´s fu¨ggve´ny.
Ha c tetszo˝legesen sokszor differencia´lhato´, akkor regula´ris parametriza´lt go¨rbe´ro˝l
besze´lu¨nk.
Megjegyze´s: A s´ıkon, illetve a te´rben xi(t), i = 1, 2, 3 helyett szoka´s x(t), y(t), illetve
z(t) jelo¨le´st haszna´lni. A tova´bbiakban ezt fogom alkalmazni.
Pe´lda: A ko¨r parametriza´lt mo´don to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa:
c(t) = (x(t), y(t)), x(t) = r · cos t e´s x(t) = r · sin t, ahol t ∈ [0; 2pi] = I.
Tekintsu¨k a s´ıkgo¨rbe´ket, melyek a´ltala´nos alakja:
c(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b].
Maple
A s´ıkgo¨rbe´k megjelen´ıte´se is a plot elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel to¨rte´nik. Elso˝ parame´ter a
komponens-fu¨ggve´nyeket e´s t felveheto˝ e´rte´keit adja meg, majd a bea´ll´ıta´si leheto˝se´gek
ko¨vetkeznek.
plot ( [ x(t),y(t), t=a..b ], opcio´k )
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Legyen x(t) = t2 cos t e´s y(t) = t cos t, ahol t ∈ [−3, 5pi; 3, 5pi]. Ekkor a kirajzola´s a
ko¨vetkezo˝ke´pp lehetse´ges:
> plot([t2 cos(t), t cos(t), t = −3.5pi..3.5pi], title = ’S´ıkgo¨rbe’)
5. a´bra. c(t) = (t2 cos t, t cos t)
Mathematica
Parametriza´lt mo´don megadott go¨rbe megjelen´ıte´se a ParametricPlot elja´ra´ssal
e´rheto˝ el.
ParametricPlot [ {x[t],y[t]}, {t, a, b }, opcio´k ]
A Plot-hoz hasonlo´an ma´sodik parame´terke´nt meg kell adni az a´bra´zolni k´ıva´nt interval-
lumot, ahonnan t veszi fel e´rte´keit. Elso˝ parame´terke´nt a go¨rbe elo˝a´ll´ıta´sa´hoz szu¨kse´ges
fu¨ggve´nyek sora´t tartalmazo´ lista megada´sa ko¨telezo˝. Opcio´k ko¨zu¨l megeml´ıtene´m az
AspectRatio− >e´rte´k leheto˝se´get, mely seg´ıtse´ge´vel a ke´para´ny mo´dos´ıthato´.
Legyenek az a´bra´zolni k´ıva´nt go¨rbe´nk komponensei x(t) = t2 sin t e´s y(t) = t sin t,
ahol t ∈ [−5pi; 5pi].
In[ ] := ParametricP lot[{t2Sin[t], tSin[t]}, {t,−5Pi, 5Pi}, AspectRatio− > 1]





6. a´bra. c(t) = (t2 sin t, t sin t)
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Tekintsu¨k a te´rgo¨rbe´ket, melyek a´ltala´nos alakja:
c(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b].
Maple
Parametriza´lt te´rgo¨rbe´k megjelen´ıte´se´re a Maple a plots csomagban megtala´lhato´
spacecurve elja´ra´st biztos´ıtja sza´munkra.
spacecurve ([x(t), y(t), z(t)], t=a..b, opcio´k)
A to¨bbi rajzolo´ elja´ra´shoz hasonlo´an itt is elso˝ parame´terke´nt szerepel maga az a´bra´zolni
k´ıva´nt go¨rbe komponenseibo˝l ke´sz´ıtett lista, melyet a parame´ter e´s annak intervalluma
ko¨vet. Az opcio´k ko¨zu¨l e´rdemes megeml´ıteni a ne´zo˝pont bea´ll´ıta´sa´nak leheto˝se´ge´t, melyet
az orientation = [θ, φ] paranccsal tehetu¨nk meg. E ke´t e´rte´k a z tengely ko¨ru¨li forgata´s
me´rte´ke´t mo´dos´ıtja. Egy ma´sik opcio´val finomı´thatjuk az a´bra´nkat: numpoints = l,
ahol l egy terme´szetes sza´m. Mine´l nagyobb l e´rte´ke, anna´l ,,sima´bb” go¨rbe´t kapunk
eredme´nyu¨l.
Pe´ldake´nt tekintsu¨k a c(t) = (t, t2, t3) mo´don adott te´rgo¨rbe´t. A´bra´zoljuk, ha t ∈
[−10, 10].
> spacecurve([t, t2, t3], t = −10..10)
7. a´bra. c(t) = (t2 cos t, t cos t)
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Mathematica
Parametriza´lt mo´don megadott te´rgo¨rbe a´bra´zola´sa´ra a Mathematica´ban is leheto˝se´g
van. A rajzolo´ elja´ra´sok csala´dja´ba tartozo´ ParametricPlot3D elso˝ argumentuma az
a´bra´zolni k´ıva´nt go¨rbe komponenseit tartalmazo´ lista, vagy ma´r kora´bban definia´lt para-
me´teres te´rgo¨rbe. Ma´sodikke´nt meg kell adnunk, hogy a parame´ter mely intervallumbo´l
veszi fel e´rte´keit. A lehetse´ges opcio´k ko¨zu¨l kiemelne´m a ne´zo˝pont bea´ll´ıta´sa´t szolga´lo´
BoxRatios− >{x,y,z} leheto˝se´get, valamint az a´bra finomsa´ga´t mo´dos´ıto´ PlotPoints− >
ertek bea´ll´ıta´st. Ez uto´bbi esete´ben mine´l nagyobb az e´rte´k, anna´l folyamatosabb lesz a
ke´p.
ParametricPlot3D [{x(t), y(t), z(t)},{t,a,b}, opcio´k]
Az elja´ra´s bemutata´sa´hoz tekintsu¨k a c(t) = (3t − t3, 3t2, 3t + t3) o¨sszefu¨gge´ssel adott
go¨rbe´t, melyet a [−20, 20] intervallumon a´bra´zolunk.









8. a´bra. c(t) = (3t− t3, 3t2, 3t+ t3)
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3.3. Go¨rbe´k implicit mo´don to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa
Defin´ıcio´: Legyen F : Rn → R nem szu¨kse´gke´ppen folytonos fu¨ggve´ny. F nulltere
KerF = {p ∈ R2|F (p) = 0}.
Defin´ıcio´: Legyen F : Rn → R egy differencia´lhato´ fu¨ggve´ny. Ekkor implicit mo´don
adott s´ıkgo¨rbe ezen F fu¨ggve´ny ke´ptere.
A go¨rbe´t ı´gy is szoka´s le´ırni: F (x, y) = 0.
Pe´lda: A ko¨r implicit mo´don to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa:
(x− u)2 + (x− v)2 = r2, ahol (u; v) a ko¨r ko¨ze´ppontja´nak koordina´ta´i.
Ekkor az F fu¨ggve´ny:
F (x, y) = (x− u)2 + (x− v)2 − r2.
Maple
Implicit fu¨ggve´nyek kirajzola´sa a Maple program implicitplot elja´ra´sa´val to¨rte´nik,
melyet a plots csomagban tala´lhatunk meg.
implicitplot ( f(x,y)=c, x=a..b, y=c..d, opcio´k )
Az elja´ra´s elso˝ argumentuma az a´bra´zolni k´ıva´nt go¨rbe implicit egyenlete, mely x e´s
y fu¨ggve´nye, a ko¨vetkezo˝ben meg kell adni, hogy x, illetve y milyen tartoma´nybo´l vegye
fel az e´rte´keit. Az opcio´k ko¨zu¨l a legfontosabb gridrefine = l, ahol l egy pozit´ıv ege´sz
sza´m. Seg´ıtse´ge´vel ,,finomabba´” teheto˝ az a´bra.
Defin´ıcio´: Az u´n. Descartes-leve´l implicit egyenlete:
x3 + y3 − 3axy = 0,
ahol a valo´s parame´ter.
Ke´sz´ıtsu¨k el azon Descartes-levelet, melyben a = 1, valamint (x, y) ∈ [−2; 2] ×
[−2; 2].
> implicitplot(x3 + y3 − 3xy = 0, x = −2..2, y = −2..2, gridrefine = 2)
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9. a´bra. Descartes-leve´l
Mathematica
Implicit mo´don megadott go¨rbe´ket legegyszeru˝bben a Graphics csomag Implicit-
Plot elja´ra´sa´val a´bra´zolhatunk.
ImplicitPlot [ f[x,y]=c, {x, a, b},{ y, c, d}, opcio´k ]
Elso˝ parame´ter az a´bra´zolni k´ıva´nt fu¨ggve´ny implicit egyenlete, majd az x e´s y e´rte´keit
meghata´rozo´ intervallumok. Nem ko¨telezo˝ az y e´rte´ke´hez tartozo´ intervallumot megadni,
a Mathematica ugyanis ene´lku¨l is ke´pes la´tva´nyos a´bra´t ke´sz´ıteni.
Defin´ıcio´: Az u´n. Cassinian-toja´s implicit egyenlete:
(x2 + y2 + a2)2 − b4 − 4a2x2,
ahol a e´s b parame´terek.
A´bra´zoljuk a Cassinian-toja´st abban az esteben, ha a = 2, 02 e´s b = 4, 04, valamint
(x, y) ∈ [−5; 5]× [−1; 1],
In[ ] := ImplicitP lot[x2 + y2 == 4, {x,−5, 5}, {y,−1, 1}]
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3.4. Pola´rkoordina´ta´k haszna´lata
A s´ık egy tetszo˝leges P pontja´t a pola´rkoordina´ta-rendszerben az (r, θ) valo´s sza´m-
pa´rral azonos´ıtjuk. Az azonos´ıta´shoz szu¨kse´ges egy O kezdo˝pontu´ fe´legyenes. O-t a
po´lusnak, a fe´legyenest pedig pola´rtengelynek nevezzu¨k. Az r sza´m az O e´s P pontok
ta´volsa´ga´t jelenti, mı´g θ a pola´rtengely OP fe´legyenessel beza´rt szo¨get me´ri radia´nban.
A pola´rkoordina´ta-rendszerre ra´helyezhetu¨nk egy dere´kszo¨gu˝ koordina´tarendszert
u´gy, hogy a po´lus e´s az origo´ azonosak legyenek, tova´bba´ az x-tengely pozit´ıv fele essen
egybe a pola´rtengellyel. Egy tetszo˝leges P (x, y) dere´kszo¨gu˝ koordina´ta´ro´l a ko¨vetkezo˝
o¨sszefu¨gge´ssel te´rhetu¨nk a´t ugyanezen P pont (r, θ) pola´rkoodina´ta´ira.
x = r cos θ, y = r sin θ.
Pe´lda: A ko¨r parame´teres mo´don to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa:
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Maple
A Maple program ke´t leheto˝se´get biztos´ıt pola´rkoordina´ta´kkal le´ırt go¨rbe´k megje-
len´ıte´se´re. Ezek ko¨zu¨l ne´zzu¨k a ma´r jo´l ismert plot elja´ra´s ide vonatkozo´ alakja´t.
plot ( [ r(θ), θ, θ = a..b ], coords = polar, opcio´k )
Elso˝ argumentumke´nt meg kell adnunk r-et, mely θ fu¨ggve´nyeke´nt van kifejezve,
majd ko¨vetkezik a θ, ve´gu¨l pedig meg kell mondanunk, θ mely [a, b] intervallumbo´l veszi
fel e´rte´keit. Ma´sodik argumentumke´nt szereplo˝ coords = polar jelzi a Maple sza´ma´ra,
hogy egy pola´r-koordina´ta´kkal adott go¨rbe´ro˝l van szo´.
Ma´sodik leheto˝se´get biztos´ıt sza´munkra a polarplot elja´ra´s, mely a parametricplot-
hoz hasonlo´an a plots csomagban tala´lhato´.
polarplot ( r(θ), θ, θ = a..b, opcio´k )
A polarplot rendelkezik minden olyan tulajdonsa´ggal, mint a plot, parame´terei is
hasonlo´ak.
A´bra´zoljuk a ko¨vetkezo˝ pola´rkoordina´ta´kkal adott go¨rbe´t r(θ) = sin θ, ahol t ∈
[0; 2pi]. Legyen n = 5.
Elso˝ mo´dszer:
> plot([sin(5θ), θ, θ = 0..2pi], coords = polar)
Ma´sodik mo´dszer:
> polarplot(sin(5θ), θ = 0..2pi)

























12. a´bra. Az r(t) = sin(5θ) go¨rbe plot e´s polarplot elja´ra´sokkal
24
3 A GO¨RBE´K E´RTELMEZE´SE E´S MEGJELEN´ITE´SE
Mathematica
Pola´rkoordina´ta´kkal megadott go¨rbe´k megjelen´ıte´se a Mathematica´ban aPolarPlot
elja´ra´ssal to¨rte´nik hasonlo´an a Maple-ho¨z.
PolarPlot [ r[θ], {θ, a, b}, opcio´k ]
Elso˝ argumentumke´nt meg kell adni r-et, mely θ fu¨ggve´nye, majd azt az intervallumot,
melyen θ felveszi az e´rte´keit.
A´bra´zoljuk a cos(5θ) + n cos(θ) go¨rbe´t, ahol θ ∈ [0;pi] e´s n = 0.5.
In[ ] := PolarP lot[Cos[5θ] + 0.5Cos[θ], {θ, 0, P i}]





13. a´bra. r(t) = cos(5θ) + 0.5 cos θ
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4. A go¨rbe´khez kapcsolo´do´ fontosabb fogalmak, a´ll´ıta´sok
A tova´bbiakban regula´ris parametriza´lt go¨rbe´kkel foglalkozom.
Ebben a fejezetben elso˝ke´nt a go¨rbe´k ı´vhossza´nak kisza´mı´ta´si leheto˝se´geit vizsga´lom,
majd a go¨rbu¨let e´s torzio´ meghata´roza´sa´nak mo´djait ismertetem mind a s´ık-, mind a
te´rgo¨rbe´k esete´n. Foglalkozom me´g s´ıkgo¨rbe´k simulo´ko¨re´nek elo˝a´ll´ıta´sa´val. Ve´gu¨l pedig
adott go¨rbu¨let esete´n meghata´rozom a hozza´ tartozo´ s´ıkbeli go¨rbe´t.
Ezen ismeretek e´s elja´ra´sok megvalo´s´ıta´sa a Maple e´s a Mathematica programokkal
egyara´nt lehetse´ges. I´gy ismertetem, hogyan is to¨rte´nik mindez konkre´t pe´lda´k esete´n.
Minden re´szfejezet tartalmazza az adott proble´mako¨rho¨z tartozo´ defin´ıcio´k, illetve
te´telek sora´t.
4.1. I´vhossz, parame´tereze´s
Defin´ıcio´: Legyen c egy regula´ris parametriza´lt go¨rbe, t egy tetszo˝leges parame´ter. Ekkor
a c(t) pontra illeszkedo˝, c′(t) ira´nyvektoru´ egyenest a go¨rbe c(t) pontja´ban vett e´rinto˝
egyenese´nek nevezzu¨k.
Defin´ıcio´: Egy c go¨rbe pa´lyasabesse´g-fu¨ggve´nye v : I → R
v(t) := ‖c′(t)‖ .










Defin´ıcio´: Legyen c egy go¨rbe, a ∈ I egy ro¨gz´ıtett pont. Ekkor a c go¨rbe ı´vhosszfu¨ggve´nye
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Te´tel: Az ı´vhosszfu¨ggve´ny inverta´lhato´.
Bizony´ıta´s: Deriva´ljuk az ı´vhosszfu¨ggve´nyt:
σ′(t) = ‖c′(t)‖ > 0
Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy az ı´vhosszfu¨ggve´ny szigoru´an monoton no¨vekvo˝. A monoton
fu¨ggve´nyeknek le´tezik invezre. I´gy az ı´vhosszfu¨ggve´ny inverta´lhato´.
2
Defin´ıcio´: Legyen c : [a; b] → Rn go¨rbe, e´s θ : [c; d] → [a, b] fu¨ggve´ny u´gy, hogy θ′ sehol
sem tu˝nik el. Ekkor a c go¨rbe θ a´ltali a´tparame´tereze´se
c˜ := c ◦ θ : [c; d]→ Rn.
Ha ‖c˜′(s)‖ = 1, akkor c˜-t terme´szetes parame´tereze´su˝ go¨rbe´nek nevezzu¨k.
Megjegyze´s: Ha θ′ > 0, akkor a befuta´si ira´ny mego˝rzo˝dik. Ha θ < 0, akkor a
befuta´si ira´ny megfordul.
Te´tel: Minden regula´ris parametriza´lt go¨rbe a´tparame´terezheto˝ terme´szetes
parame´tereze´su˝ve´.
Bizony´ıta´s: A bizony´ıta´s konstrukt´ıv jellegu˝. Megmutatjuk, hogy az ı´vhosszfu¨ggve´ny
inverze´vel to¨rte´no˝ a´tparame´tereze´s eredme´nyeke´ppen kapott go¨rbe terme´szetes parame´-
tereze´su˝.
Legyen c˜ := c◦σ−1 : [0, L(c)]→ Rn, s tetszo˝leges pontja az [0, L(c)] intervallumnak.






Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy ‖c˜′(s)‖ = 1.
2
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Te´tel: Az ı´vhossz parame´ter-transzforma´cio´val szemben invaria´ns.
Bizony´ıta´s: Legyen c egy go¨rbe e´s θ : [c; d]→ [a; b]. Az ı´vhossz kisza´mı´ta´sakor ve´gezzu¨k












‖c′(θ(s))‖ θ′(s) ds (ha θ′ > 0)∫ c
d













ahol c˜ = c ◦ θ. Ekkor L(c) = L(c˜).
2
Maple
Az ı´vhossz kisza´mı´ta´sa egy adott intervallumon a Maple seg´ıtse´ge´vel egyszeru˝en
megoldhato´. A VectorCalcus csomagban tala´lhato´ ArcLength fu¨ggve´ny kisza´mı´tja egy
meghata´rozott intervallumon egy parame´terke´nt megadott go¨rbe ı´vhossza´t. A go¨rbe´t
vektor forma´ja´ban va´rja.
ArcLength(〈x(t), y(t)〉,t=a..b)
Sza´mı´tsuk ki a c(t) = (t, t2) go¨rbe ı´vhossza´t az [0; 1] intervallumon.









Ha nem pontos, csak ko¨zel´ıto˝ e´rte´kre vagyunk k´ıva´ncsiak, akkor az intervallum megada´sa´na´l
ne 1-et ı´rjunk, hanem 1.-ot. I´gy az ı´vhossz a [0; 1] intervallumon: 1.478942858.
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Mathematica
Elso˝ le´pe´ske´nt definia´ljunk egy olyan fu¨ggve´nyt, mely megvalo´s´ıtja egy tetszo˝leges
c(t) go¨rbe pa´lyasebesse´g-fu¨ggve´nye´t. Bemenetke´nt va´r egy go¨rbe´t e´s annak parame´tere´t.
A deriva´la´s a Mathematica D fu¨ggve´nye´vel to¨rte´nik, mely parame´tere a deriva´lando´ kife-
jeze´s. A skala´ris szorza´s mu˝velete´t a . opera´tor valo´s´ıtja meg. A gyo¨kvona´s mu˝velete´t a
Sqrt fu¨ggve´ny ve´gzi.
palyasebFv[c ][t ] := Sqrt[Simplify[D[c[tt], tt].D[c[tt], tt]]] /. tt − > t
A pa´lyasebesse´g-fu¨ggve´ny integra´la´sa´val megkapjuk a go¨rbe ı´vhossza´t egy adott [a; b]
intervallumon. Az integra´la´s mu˝velete´nek elve´gze´se´re a Mathematica ke´t leheto˝se´get biz-
tos´ıt. Az egyik Integrate, a ma´sik az NIntegrate meto´dus. Az uto´bbi numerikusan
integra´l. Ha szu¨kse´ges, akkor ke´so˝bb is a´t tudjuk alak´ıtani az elso˝ eredme´nye´t az N
fu¨ggve´ny haszna´lata´val numerikus e´rte´kke´. I´gy e´n az Integrate-tel to¨rte´no˝ megolda´st
va´lasztottam.
Az ı´vhossz kisza´mı´ta´sa´t ve´gzo˝ meto´dus parame´terei azon intervallum kezdo˝ e´s ve´g-
pontjai, melyen keressu¨k a harmadik parame´terke´nt adott go¨rbe ı´vhossza´t.
ivhossz[a , b ][c ] := Integrate[palyasebFv[c][u], {u, a, b}]
Pe´ldake´nt sza´mı´tsuk ki a c(t) = (t2, t3) go¨rbe ı´vhossza´t a [0; 2] intervallumon. Ehhez
elo˝szo¨r definia´ljuk a go¨rbe´t.
In[ ] := c[t ] := t2, t3







Ha nem szu¨kse´ges a pontos e´rte´k, vagy ha ko¨zel´ıto˝leg szeretne´nk az ı´vhosszat megkapni,
akkor azt a ko¨vetkezo˝ke´ppen tehetju¨k meg.
In[ ] := N [ivhossz[0, 2][c]]
Out[ ] := 9.07342
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4.2. Go¨rbu¨let, torzio´
4.2.1. S´ıkgo¨rbe´k
Defin´ıcio´: Legyen c : I → R2 c(t) = (x(t), y(t)) regula´ris parametriza´lt s´ıkgo¨rbe. Egy t
tetszo˝leges parame´ter esete´n a go¨rbe elo˝jeles go¨rbu¨lete
κ(t) :=







′ · y′′ − y′ · x′′.
Te´tel: Ha c : I → R2 c(t) = (x(t), y(t)) regula´ris parametriza´lt s´ıkgo¨rbe, akkor a go¨rbu¨let




Bizony´ıta´s: Tudjuk, hogy c(t) elso˝, illetve ma´sodik deriva´ltja c′(t) = (x′(t), y′(t)) e´s
c′′(t) = (x′′(t), y′′(t)). Ekkor
Jc′(t) = (−y′(t), x′(t)).
c′′(t) · Jc′(t)
‖c′(t)‖3 =











A s´ıkkgo¨rbe´k go¨rbu¨lete´t a Maple programmal ko¨nnyen meg tudjuk hata´rozni. A
VectorCalculus csomag Curvature elja´ra´sa pontosan ezt teszi.
Curvature(〈x(t), y(t)〉 , t)
Elso˝ parame´terke´nt a go¨rbe vektor forma´ban adott alakja´t va´rja, majd ma´sodikke´nt meg
kell mondani mi az ismeretlen. Az elja´ra´s a go¨rbu¨let-fu¨ggve´nyt hata´rozza meg. Ha a
30
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go¨rbe egy bizonyos pontja´ban szeretne´k a go¨rbu¨letet meghata´rozni, akkor a hozza´ tartozo´
parame´tere´rte´ket be kell helyettes´ıteni, melyet az eval fu¨ggve´ny tesz leheto˝ve´.
Ke´sz´ıtsu¨nk egy grafikont a c(t) = (t, t2) go¨rbe go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´ro˝l a [−4; 4] inter-
vallumon, mely a ma´r ismert plot rajzolo´ elja´ra´ssal valo´s´ıthato´ meg.
> plot(Curvature(〈t, t2〉 , t), t = −4..4)
14. a´bra. A c(t) = (t, t2) go¨rbe go¨rbu¨lete
Hata´rozzuk meg a t = 3 parame´terpontban a go¨rbe go¨rbu¨lete´t.









Ugyanez tizedesto¨rt alakban: 0.008886431744.
Mathematica
Egy s´ıkgo¨rbe go¨rbu¨lete´nek kisza´mı´ta´sa´hoz haszna´ljuk az erre vonatkozo´ te´telt. I´gy
definia´lnunk kell a J struktu´ra´t, majd a go¨rbu¨let kisza´mı´ta´sa´ra alkalmas elja´ra´st.
A J struktu´ra definia´la´sa Mathematica seg´ıtse´ge´vel a ko¨vetkezo˝ke´ppen to¨rte´nik.
In[ ] := J [{p1 , p2 }] := {−p2, p1}
Ezt felhaszna´lva ke´sz´ıtsu¨k el a go¨rbu¨let kisza´mı´ta´sa´ra alkalmas elja´ra´st.
gorbuletS[c ][t ] := D[c[tt], tt, 2].J[D[c[tt], tt]]/
Simplify[D[c[tt], tt].D[c[tt], tt]]3/2 /. tt − > t
La´thato´, hogy a gorbuletS fu¨ggve´ny ke´pes egy tetszo˝leges go¨rbe go¨rbu¨lete´t kisza´-
mı´tani egy adott pontban, valamint elo˝ tudja a´ll´ıtani a go¨rbe go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´t. Be-
menetke´nt csupa´n a go¨rbe´t e´s annak parame´tere´t va´rja.
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Pe´ldake´nt hata´rozzuk meg a c(t) = (sin(t), sin(t) cos(t)) go¨rbe go¨rbu¨lete´t t = 5
pontja´ban, valamint ke´sz´ıtsu¨k el a go¨rbu¨let-fu¨ggve´ny grafikonja´t. Mindezek elo˝tt defini-
a´ljuk a c(t) go¨rbe´t.
Megjegyze´s: Ezt a go¨rbe´t szoka´s nyolcas go¨rbe´nek is nevezni, mert a ke´pe egy fektett
nyolcast rajzol ki.
In[ ] := nyolc[t ] := {Sin[t], Sin[t]Cos[t]}




2(−4 cos 52 sin 5− sin 5(− cos 52 + sin 52)))
(2 + cos 10 + cos 20)
3
2
Ha tizedeseto¨rt alakban szeretne´nk a megolda´st, akkor haszna´ljuk az N elja´ra´st.
In[ ] := N [gorbuletS[nyolc][5]]
Out[ ] := 1.60212
Ke´sz´ıtsu¨k el a nyolcas go¨rbe go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´nek grafikonja´t.
In[ ] := Plot[gorbuletS[nyolc][t], t, 0, 2Pi]





15. a´bra. A nyolcas go¨rbe go¨rbu¨lete
4.2.2. Te´rgo¨rbe´k
Defin´ıcio´: Legyen c : I → R3, c(t) = (x(t), y(t), z(t)) regula´ris parametriza´lt te´rgo¨rbe.
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Terme´szetes parame´tereze´s esete´n:
κe := ‖c′′(s)‖




‖c′(t)‖ -t e´rinto˝ egyse´gvektormezo˝nek,
B(t) :=
c′(t)× c′′(t)
‖c′(t)× c′′(t)‖ -t binorma´lis vektormezo˝nek,
F (t) := B(t)×T (t)˙-t fo˝norma´lis vektormezo˝nek nevezzu¨k. Ezt a ha´rom mennyise´get
Frenet-fe´le ha´rome´l-mezo˝nek h´ıvjuk, mely a go¨rbe alakja´ro´l ad felvila´gos´ıta´st.
Megjegyze´s: T (t), F (t), B(t) ortonorma´lt, jobbsodra´su´ ba´zist alkot.
A ha´rom e´l va´ltoza´sa´t le´ıro´ egyenlet, ahol ωij : I → R fu¨ggve´nyek.
T ′ = ω11T + ω12F + ω13B
F ′ = ω21T + ω22F + ω23B
B′ = ω31T + ω32F + ω33B


Az e´rinto˝ egyse´gvektormezo˝ defin´ıcio´ja´bo´l ko¨vetkezik, hogy
T · T = 1
Deriva´ljuk mindke´t oldalt.
T ′ · T + t · T ′ = 0
T · T ′ = 0
Helyettes´ıtsu¨k be T ′ e´rte´ke´t az egyenletrendszerbo˝l.
T · (ω11T + ω12F + ω13B) = 0
ω11(T · T ) + ω12(T · F ) + ω13(T ·B) = 0
A Frenet-fe´le ha´rome´l-mezo˝ ortonorma´lt tulajdonsa´ga miatt:
ω11(T · T ) = 0
ω11 = 0
33
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Hasonlo´ mo´don bela´thato´, hogy
ω22 = ω22 = 0.
Ma´sfelo˝l tudjuk, hogy
T · F = 0.
Deriva´ljuk mindke´t oldalt.
T ′ · F + T · F ′ = 0
Helyettes´ıtsu¨k be T ′ e´s F ′ e´rte´ke´t e´rte´ke´t az egyenletrendszerbo˝l.
ω12F + ω13B) · F + T · (ω21T + ω23B) = 0
ω12(F · F ) + ω13(B · F ) + ω21(T · T ) + ω23(T ·B) = 0
A Frenet-fe´le ha´rome´l-mezo˝ ortonorma´lt tulajdonsa´ga miatt:
ω12(F · F ) + ω21(T · T ) = 0
ω21 = −ω12
Hasonlo´ mo´don T · B = 0 -bo´l ko¨vetkezik, hogy ω31 = −ω13, valamint B · F = 0 -bo´l,
hogy ω32 = −ω23.





ahol v a pa´lyasebesse´g-fu¨ggve´ny. Deriva´ljuk mindke´t oldalt.
c′′ = v′T + vT ′
c′ × c′′ = v2 T × T ′
Tudjuk, hogy c′×c′′ pa´rhuzamos B-vel. Ko¨vetkeze´ske´pp B pa´rhuzamos T×T ′-vel, amibo˝l
ko¨vetkezik, hogy T ′ e´s B mero˝leges egyma´sra.
T ′ ·B = 0
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Helyettes´ıtsu¨k be T ′ e´rte´ke´t az egyenletrendszerbo˝l.
(ω12F + ω13B) ·B = 0
ω12(F ·B) + ω13(B ·B) = 0
Mivel T e´s B mero˝leges egyma´sra, ı´gy skala´ris szorzatuk 0.
ω13(B ·B) = 0
ω13 = 0
A ha´rom e´l va´ltoza´sa´t le´ıro´ egyenlet a ko¨vetkezo˝ke´ppen ne´z ki:
T ′ = ω12F
F ′ = − ω12T + ω23B
B′ = − ω23F


Te´tel: ω12 = vκ
Bizony´ıta´s: Tudjuk, hogy
c′ = v T e´s c′′ = v′T + vT ′ = v′T + vω12F .
Ekkor
c′ × c′′ = v2ω12 T × F = v2ω12B
Vegyu¨k mindke´t oldal skala´ris szorzata´t B-vel.
(c′ × c′′) ·B = v2ω12 (∗)
Sza´mı´tsuk ki a jobb oldalt felhaszna´lva, hogy B =
c′ × c′′
‖c′ × c′′‖ .
c′ × c′′
‖c′ × c′′‖ · (c
′ × c′′) = (c
′ × c′′)2
‖c′ × c′′‖ =
‖c′ × c′′‖2
‖c′ × c′′‖ = ‖c
′ × c′′‖
A kapott eredme´nyt helyettes´ıtsu¨k be (∗)-ba.
‖c′ × c′′‖ = v2ω12
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haszna´lva kapjuk a bizony´ıtando´ a´ll´ıta´st.
v3κ = v2ω12
ω12 = v κ
2
Te´tel: ω23 = F
′ ·B.
Bizony´ıta´s:
F ′ ·B = (−ω12T + ω23B) ·B = −ω12(T ·B) + ω23(B ·B) = ω23
2








(c′ × c′′) · c′′′
‖c′ × c′′‖2 .
Bizony´ıta´s: Az elo˝zo˝ levezete´sek alapja´n tudjuk, hogy
c′ = vT,
c′′ = v′T + vω12F.
c′ × c′′ = v2ω12B
Most sza´mı´tsuk ki c′′′-ja´t.
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Helyettes´ıtsu¨k be T ′ e´s F ′ e´rte´ke´t az egyenletrendszerbo˝l.
c′′′ = v′′T + v′ω12F + (vω12)
′F − vω212T + vω12ω23B
Ekkor ke´pezzu¨k a ko¨vetkezo˝ skala´ris szorzatot.
(c′ × c′′) · c′′′ = v3ω212ω23
Helyettes´ıtsu¨k be ω12 e´s ω23 e´rte´ke´t.
(c′ × c′′) · c′′′ = v5κ2ω23 = v6κ2τ
Fejezzu¨k ki τ -t, majd haszna´ljuk fel a a pa´lyasebesse´g-fu¨ggve´ny e´s a go¨rbu¨let defin´ıcio´ja´t.
τ =
(c′ × c′′) · c′′′
v6κ2
=
(c′ × c′′) · c′′′
‖c′ × c′′‖2
2
Mindezekbo˝l ko¨vetkezik, hogy a ha´rom e´l va´ltoza´sait le´ıro´ egyenletekben szereplo˝ egyu¨tt-
hato´k egye´rtelmu˝en meg vannak hata´rozva.
Te´tel: (Frenet-ke´pletek)
T ′ = vκF
F ′ = − vκT + vτB
B′ = − vτF


Terme´szetes parame´tereze´s esete´n v = 1.
T ′ = κF
F ′ = − κT + τB
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Maple
Te´rgo¨rbe´k go¨rbu¨lete´nek e´s torzio´ja´nak meghata´roza´sa a Maple seg´ıtse´ge´vel bee´p´ıtett
fu¨ggve´nyekkel to¨rte´nik. A go¨rbu¨letet a ma´r kora´bban eml´ıtett Curvature elja´ra´ssal kapjuk
meg. Egyedu¨li elte´re´s a s´ıkgo¨rbe´khez viszony´ıtva, hogy elso˝ argumentumke´nt egy 3 di-
menzio´s vektort kell megadnunk.
Tekintsu¨k a c(t) = (t, t3, t5) te´rgo¨rbe´t. Hata´rozzuk meg a go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´t, majd
ke´sz´ıtsu¨nk ro´la grafikont. Ehhez vegyu¨k fel a go¨rbe´t egy c nevu˝ va´ltozo´ba.





t2(225t8 + 100t4 + 9)
(1 + 9t4 + 25t8)2
√
1 + 9t4 + 25t8
> plot(simplify(Curvature(c, t)), t = −5..5)
16. a´bra. A c(t) = (t, t3, t5) go¨rbe go¨rbu¨lete
A torzio´ meghata´roza´sa´ra a szinte´n a VectorCalculus csomagban megtala´lhato´ Tor-
sion fu¨ggve´nnyel to¨rte´nik. Parame´terei megegyeznek a Curveture elja´ra´se´val.
Torsion(〈x(t), y(t), z(t)〉,t)
Hata´rozzuk meg az elo˝bb definia´lt go¨rbe torzio´-fu¨ggve´nye´t, majd a´bra´zoljuk azt.
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> simplify(Torsion(t, t))
60t3
(1 + 9t4 + 25t8)3/2
√
t2(225t8 + 100t4 + 9)
(1 + 9t4 + 25t8)2
√
t2(225t8 + 100t4 + 9)
1 + 9t4 + 25t8
> plot(simplify(Torsion(t, t)), t = −4..4)
17. a´bra. A c(t) = (t, t3, t5) go¨rbe torzio´ja
Mathematica
Egy te´rgo¨rbe go¨rbu¨lete´nek e´s torzio´ja´nak meghata´roza´sa´ra saja´t elja´ra´s ke´sz´ıtettem,
mely to¨bb bee´p´ıtett fu¨ggve´nyt haszna´l fel. Az egyik a ma´r kora´bban is eml´ıtett D, mely a
differencia´la´st ve´gzi, a ma´sik a Cross, mely ke´t te´rbeli vektor vektoria´lis szorzata´t a´ll´ıtja
elo˝.
A go¨rbu¨let kisza´mı´ta´sakor annak defin´ıcio´ja´t vettem alapul.
gorbuletT[c ][t ] := Sqrt[Cross[D[c[tt], tt], D[c[tt], tt, 2]].
Cross[D[c[tt], tt],D[c[tt], tt, 2]]]/(D[c[tt], tt].D[c[tt], tt])3/2 /.
tt − > t
A fu¨ggve´nynek ke´t parame´tere van, az egyik egy go¨rbe, melynek go¨rbu¨lete´re vagyunk
k´ıva´ncsiak. A ma´sodik egy parame´ter. Ha ez megegyezik a go¨rbe definia´la´sakor megadott
ismeretlennel, akkor a go¨rbu¨letfu¨ggve´nyt kapjuk eredme´nyu¨l. Abban az esetben, ha
t helye´re konkre´t e´rte´ket adunk, akkor a go¨rbe ezen parame´terhelye´n felvett go¨rbu¨let
e´rtke´ket tudhatjuk meg.
A fu¨ggve´ny mu˝ko¨de´se´hez tekintsu¨k a ma´r kora´bban is eml´ıtett c(t) = (3t−t3, 3t2, 3t+
t3) go¨rbe´t. Elo˝szo¨r definia´ljuk, legyen a neve gamma.
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In[ ] := gamma[t ] := 3t− t3, 3t2, 3t+ t3
Hata´rozzuk meg a gamma go¨rbe go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´t:
In[ ] := gorbuletT [gamma][t]//Simplify
1
3(1 + t2)2
Ezuta´n sza´mı´tsuk ki a t = 3 helyen felvett go¨rbu¨lete´t.




A´bra´zoljuk a go¨rbe go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´t a ma´r kora´bban ismertetett Plot elja´ra´s seg´ıtse´-
ge´vel a [−2; 2] intervallumon.
In[ ] := Plot[gorbuletT [gamma][t]//Simplify, t,−2, 2]







18. a´bra. A c(t) = (3t− t3, 3t2, 3t+ t3) go¨rbe go¨rbu¨lete
A torzio´ kisza´mı´ta´sa´hoz ke´sz´ıtett saja´t elja´ra´som torzio´ra vonatkozo´ te´tel alapja´n sza´mol.
torzio[c ][t ] := (Cross[D[c[tt], tt], D[c[tt], {tt, 2}]]. D[c[tt], {tt, 3}])/
(Cross[D[c[tt], tt],D[c[tt], {tt, 2}]].Cross[D[c[tt], tt], D[c[tt], {tt, 2}]]) /.
tt − > t
Sza´mı´tsuk ki a gamma go¨rbe torzio´-fu¨ggve´nye´t.
In[ ] := torzio[gamma][t]//Simplify
1
3(1 + t2)2
La´thato´, hogy ezen go¨rbe go¨rbu¨lete e´s torzio´ja minden pontja´ban megegyezik, ı´gy el-
tekintu¨nk a torzio´ a´bra´zola´sa´to´l.
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4.3. Simulo´ko¨r a s´ıkon
Defin´ıcio´: Legyen c(t) : [a; b] → R2 egy regula´ris parametriza´lt s´ıkgo¨rbe, e´s legyen









Megjegyze´s: A simulo´ko¨r angol neve osculating circle, melyet magyarra cso´kolo´zo´ ko¨rnek
is lehet ford´ıtani.
Te´tel: Legyen c(t) : [a; b] → R2 egy regula´ris parametriza´lt s´ıkgo¨rbe, e´s legyen a < t1 <
t2 < t3 < b. Jelo¨lje C(t1, t2, t3) azt a ko¨rt, melyet c(t1), c(t2) e´s c(t3) hata´roz meg, melyek







Bizony´ıta´s: Jelo¨lje p(t1, t2, t3) a C(t1, t2, t3) ko¨r ko¨ze´ppontja´t e´s definia´ljuk f : (a; b)→
R fu¨ggve´nyt a ko¨vetkezo˝ke´pp:
f(t) = ‖c(t)− p(t1, t2, t3)‖2 .
Ekkor
f ′(t) = 2c′(t) · (c(t)− p(t1, t2, t3)),
f ′′(t) = 2c′′(t) · (c(t)− p(t1, t2, t3)) + 2 ‖c′(t)‖2 .
Tudjuk, hogy f differencia´lhato´, e´s f(t1) = f(t2) = f(t3). Ebbo˝l, valamint a Roll-fe´le
ko¨ze´pe´rte´k te´telbo˝l ko¨vetkezik, hogy le´tezik u1 e´s u2 u´gy, hogy t1 < u1 < t2 < u2 < t3 e´s
f ′(u1) = f
′(u2) = 0.
41
4 A GO¨RBE´KHEZ KAPCSOLO´DO´ FONTOSABB FOGALMAK, A´LL´ITA´SOK
Hasonlo´an, le´tezik v u´gy, hogy u1 < v < u2 e´s
f ′′(v) = 0.
Vila´gos, ha t1, t2 e´s t3 tart t0-hoz, akkor u1 e´s u2 tart v-hez. I´gy
c′(t0) · (c(t0)− p) = 0,







Ebbo˝l e´s a go¨rbu¨let defin´ıcio´ja´bo´l ko¨vetkezik a bizony´ıtando´ a´ll´ıta´s.





Megjegyze´s: A s´ıkgo¨rbe´ket tekinthetju¨k olyan te´rgo¨rbe´knek, melyek harmadik kompo-
nens-fu¨ggve´nye az azonosan 0 fu¨ggve´ny. Ekkor a simulo´ko¨r ko¨ze´ppontja´t a t0 parame´ter-






Ez uto´bbi megjegyze´st felhaszna´lva szemle´ltetem a simulo´ko¨r ko¨zel´ıto˝ tulajdonsa´ga´t.
Tekintsu¨k a szinuszfu¨ggve´nyt, mely specia´lis te´rgo¨rbeke´nt a ko¨vetkezo˝ke´pp definia´lhato´:
> c := 〈t, sin(t), 0〉
A kise´ro˝ trie´der vektorainak meghata´roza´sa´ra szolga´l a TNBFrame elja´ra´s, mely
szinte´n a VectorCalculus csomagban tala´lhato´ meg.
TNBFrame(c,t,kimenet)
Elso˝ parame´terke´nt a go¨rbe´t kell megadnunk vekor forma´ja´ban, majd a parame´ter ko¨vetkezik,
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ve´gu¨l pedig a kimetetel tudjuk meghata´rozni, hogy a fu¨ggve´nyu¨nk melyik trie´dert sza´mı´tsa
ki. Ha ’output’=’T’, akkor az e´rinto˝ egyse´gvektort kapjuk, ha ’output=’N’, akkor a
fo˝norma´list, ’output’=’B’ esete´n a binorma´lis vektor e´rte´ke´t hata´rozhatjuk meg.
> F := simplify(TNBFrame(c, t,′ output′ =′ N ′)), assumingt :: real)
Ta´roljuk el egy gorbulet nevu˝ va´ltozo´va a go¨rbe go¨rbu¨let-fu¨ggve´nye´t.
> gorbulet := (simplify(Curvature(c, t)), assumingt :: real)
Sza´mı´tsuk ki a suga´r e´rte´ke´t a t0 parame´tere´rte´k helye´n.
> sugar := 1/(eval(gorbulet, t = t0))
A ko¨ze´ppont meghata´roza´sa a ko¨vetkezo˝ke´pp to¨rte´nik, szinte´n a t0 parame´tere´rte´k helyen.
> kozeppont := eval(c, t = t0) + sugar ∗ eval(F, t = t0)
Az ı´gy kapott vektor komponenseit ko¨nnyen meghata´rozhatjuk, ha elo˝szo¨r az (1, 0, 0)
vektor, majd pedig a (0, 1, 0) vektorral ke´pezzu¨k a skala´ris szorzatot.
> kpX := kozeppont. 〈1, 0, 0〉
> kpY := kozeppont. 〈0, 1, 0〉
Ekkor a t0 = 2 pontban simulo´ko¨r implicit egyenlete a ko¨vetkezo˝ke´pp alakul.
> simulokor := eval((x− kpX)2 + (y − kpY )2 = sugar2, t0 = 2)
Szemle´letes a´bra ke´sz´ıte´se´hez ne csak a simulo´ko¨rt, hanem maga´t a go¨rbe´t is a´bra´zoljuk.
Mivel a simulo´ko¨r implicit mo´don van meghata´rozva, ı´gy ugyanezt tegyu¨k meg a go¨rbe´vel
is.
> gorbe := y = sin(x)
A kirajzola´s a ma´r ismert implicitplot elja´ra´ssal to¨rte´nik.
> implicitplot([simulokor, gorbe], x = 3..8, y = −8..2,
frames = 30, scaling = constrained, numpoints = 1500)
19. a´bra. A szinuszfu¨ggve´ny egyik simulo´ko¨re
Az a´bra´n jo´l la´thato´, hogy a simulo´ko¨r a leheto˝ legjobban megko¨zel´ıti a go¨rbe ı´ve´t.
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Mathematica
A simulo´ko¨r meghata´roza´sa´hoz a defin´ıcio´t haszna´ltam fel. Az a´ltalam elke´sz´ıtett
fu¨ggve´ny megadja egy tetszo˝leges go¨rbe adott pontja´hoz tartozo´ simulo´ko¨rt. Az elja´ra´s
ige´nybe veszi aCircle ne´ven definia´lt objektumot, mellyel leheto˝se´g van ko¨r le´trehoza´sa´ra,
ha ismerju¨k a ko¨ze´ppont koordina´ta´i e´s sugara´nak hossza´t. I´gy a fu¨ggve´ny visszate´re´si
e´rte´ke is egy ilyen objektum lesz. Bemenete egy go¨rbe, e´s annak parame´tere.
simuloKor[c ][t ] := Circle[c[tt] +D[c[tt], tt].D[c[tt], tt]/
(D[c[tt], {tt, 2}].J[D[c[tt], tt]]) J[D[c[tt], tt]],(D[c[tt],
tt].D[c[tt], tt])3/2/ D[c[tt], {tt, 2}].J[D[c[tt], tt]])] /. tt − > t
Az elja´ra´s szemle´ltete´se´hez felrajzoljuk a logaritmikus spira´l ne´ha´ny simulo´ko¨re´t. A
go¨rbe defin´ıcio´ja megtala´lhato´ az 5.1.5 fejezetben-ben.
In[ ] := Show[Graphics[Evaluate[Table[simuloKor[logspiral[1,−1.5]][t],
{t, 0, 3Pi/4, P i/24}]]]]
20. a´bra. A logaritmikus spira´l ne´ha´ny simulo´ko¨re
Az a´bra´n jo´l la´tszik, hogy a simulo´ko¨ro¨k mennyire megko¨zelitik a go¨rbe vonala´t.
mely ege´szen kirajzolo´dik.
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4.4. S´ıkgo¨rbe meghata´roza´sa a go¨rbu¨let ismerete´ben
Ebben a re´szben felte´telezzu¨k, hogy a go¨rbe terme´szetes parame´tereze´su˝. Ez nem
jelent semmife´le megko¨te´st, hiszen kora´bban ma´r bebizony´ıtottuk, hogy minden go¨rbe
a´tparame´terezheto˝ terme´szetes parame´tereze´su˝ve´.
Defin´ıcio´:





a c go¨rbe hajla´sszo¨g-fu¨ggve´nye.
Te´tel: Legyen c(t) : I → R2 terme´szetes parame´tereze´su˝ s´ıkgo¨rbe θ(t) hajla´sszo¨g-
fu¨ggve´nnyel. Ekkor
c′(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).
Bizony´ıta´s: Legyen f : I → R fu¨ggve´ny
f(t) := ‖c′(t)− (cos θ(t), sin θ(t))‖2 .
Ve´gezzu¨nk el ne´ha´ny a´talak´ıta´st, ha c(t) = (x(t), y(t)).
f(t) = ‖x′ − cos θ, y′ − sin θ‖ (t) = ((x′ − cos θ)2 + (y′ − sin θ)2)(t)
Deriva´ljuk f -et.
f ′ = 2(x′ + cos θ) · (x′′ + sin θ · θ′) + 2(y′ − sin θ) · (y′′ − cos θ · θ′) =
= 2(x′x′′ + y′y′′ − x′1 cos θ − y′′ sin θ + x′ sin θ · θ′ − y′ cos θ · θ′) (∗)
c terme´szetes parame´tereze´su˝, eze´rt
x′2 + y′2 = 1
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Deriva´ljuk mindke´t oldalt.
2x′x′′ + 2y′y′′ = 0
2(c′ · c′′) = 0
Ezt to¨bbszo¨r felhaszna´lva folytassuk (∗)-ot.
= 2[− cos θ(y′θ′ + x′′) + sin θ(x′θ′ − y′′)]
Itt
y′θ′ + x′′ = y′κe + x
′′ = x′y′y′′ − y′2x′′ + x′′ = −(x′)2x′′ − (y′)2x′′ + x′′ = 0
Hasonlo´an x′θ′ − y′′ = 0.
Teha´t f ′ = 0. Ekkor f azonosan konstans fu¨ggve´ny. I´gy 0 = f(t0) = f(t). Ebbo˝l
ko¨vetkezik, hogy
c′(t) = (cos θ(t), sin θ(t))
2
Mindezek alapja´n egy s´ıkgo¨rbe go¨rbu¨letbo˝l valo´ meghata´roza´sa´nak le´pe´sei a ko¨vetkezo˝k:










A fentiekben ismertetett le´pe´sek megvalo´s´ıta´sa a Maple programcsomag haszna´lata´val
to¨bb le´pe´sben to¨rte´nik, melyeket az ala´bbiakban egy pe´lda´n keresztu¨l ismertetek.
Legyen a go¨rbu¨let, melyhez tartozo´ go¨rbe´t keressu¨k
1
t
. Hata´rozzuk meg a hajla´sszo¨g-
fu¨ggve´nyt. Az integra´la´s az int elja´ra´ssal to¨rte´nik, melynek parame´terei az integra´lni
k´ıva´n kifejeze´s e´s egy va´ltozo´, ami szerint integra´lunk.
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Ezuta´n meghata´rozzuk a go¨rbe komponens-fu¨ggve´nyeit.
> x := int(cos(θ), t)
> y := int(sin(θ), t)




t(cos ln t+ sin ln t),
1
2
t(sin ln t− cos ln t)
)
,
mely egy logaritmikus spira´lt hata´roz meg.
Mathematica
Az elo˝zo˝ekben ismertetett le´pe´sek megvalo´s´ıta´sa a Mathematica program seg´ıtse´ge´vel
egyszeru˝en to¨rte´nik. Elso˝ le´pe´ske´nt definia´ljunk egy olyan elja´ra´st, mely meghata´rozza
a hajla´sszo¨g-fu¨ggve´nyt. Az elja´ra´s egy tetszo˝legesen megadott go¨rbu¨let esete´n annak in-
tegra´la´sa´val a´ll´ıtja elo˝ a haja´sszo¨g-fu¨ggve´nyt. Az integra´la´s az Integrate fu¨ggve´nnyel
to¨rte´nik, melynek egyik parame´tere az integra´lni k´ıva´nt fu¨ggve´ny, ma´sodik pedig az is-
meretlen, ami szerint az integra´la´st ve´gezzu¨k.
hajlasszogFv[c ][t ] := Integrate[gorbuletS[c][u], u]
Ezen elja´ra´s to¨rzse´t haszna´ljuk fel a s´ıkgo¨rbe komponenseinek elo˝a´ll´ıta´sa´ra a ko¨vetkezo˝
forma´ban:
gorbe[gorbulet ] := {Integrate[Cos[Integrate[gorbulet, t]], t],
Integrate[Sin[Integrate[gorbulet, t]], t]}
Ez az algoritmus a hajla´sszo¨g-fu¨ggve´ny megfelelo˝ integra´la´sa´val a´ll´ıtja elo˝ a k´ıva´nt
go¨rbe´t.

















Ebben a fejezetben ne´ha´ny s´ık-, valamint te´rgo¨rbe´t ismertetek, melyek go¨rbu¨let,
illetve torzio´-fu¨ggve´nye´t is megjelen´ıtem. A bemutata´sra keru¨lo˝ go¨rbe-csala´dok tagjai
ko¨zu¨l igyekszem a ,,legla´tva´nyosabbakat” megtala´lni. Eze´rt a Maple e´s a Mathematica
programcsomagokban elte´ro˝ parame´terrel a´bra´zolom o˝ket.
5.1. S´ıkgo¨rbe´k
5.1.1. Ko¨r
Defin´ıcio´: A ko¨r azon pontok halmaza a s´ıkon, melyek egy adott pontto´l egyenlo˝ ta´volsa´gra
helyezkednek el.
Origo´ ko¨ze´ppontu´, r sugaru´ ko¨r parame´teres elo˝a´ll´ıta´sa:
c(t) = (r cos t, r sin t) t ∈ [0; 2pi].
Egy ma´sik parame´tereze´se: c(t) = (r cos 2t, r sin 2t) t ∈ [0;pi].
Maple Mathematica
A ko¨r defin´ıcio´ja
kor(r) := 〈r cos(t), r sin(t)〉 kor[r ][t ] := {rCos[t], rSin[t]}
A´bra´zola´s
r = 2 r = 3
plot([kor(2)[1], kor(2)[2], t = 0..2pi)]) ParametricP lot[kor[3][t], t, 0, 2Pi]






















A go¨rbu¨let-fu¨ggve´ny konstans, ı´gy a´bra´zola´sa´to´l eltekintu¨nk.
5.1.2. Ellipszis
Defin´ıcio´: Az ellipszis azon pontok helye egy s´ıkon, ahol a pontok ke´t ro¨gz´ıtett pontto´l
me´rt ta´volsa´ga´nak o¨sszege a´llando´. A ke´t pontot fo´kuszpontnak vagy gyu´jto´pontnak
h´ıvjuk. Az a hu´r, mely a ke´t fo´kuszponton halad a´t, a fo˝tengely. A fo˝tengely az ellipszis
leghosszabb hu´rja, hossza 2a. A fo´kuszok felezo˝pontja´n a nagytengelyre mero˝legesen
a´ll´ıtott egyenes a´ltal meghata´rozott hu´r a kistengely, melynek hossza 2b.
Parametrikus mo´don to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa:
c(t) = (a cos t, b sin t) t ∈ [0; 2pi]
Maple Mathematica
Az ellipszis defin´ıcio´ja
ellipszis(a, b) := 〈a cos(t), b sin(t)〉 ellipszis[a , b ][t ] := {aCos[t], bSin[t]}
A´bra´zola´s
a = 3, b = 5 a = 2, b = 1
plot([ellipszis(3, 5)[1], ellipszis(3, 5)[2],
t = 0 .. 2pi)], scaling = constrained)
ParametricPlot[ellipszis[2, 1][t] //
Evaluate, t, 0, 2Pi, AspectRatio − >
Automatic]
















t = 0 .. 2, pi)
Plot[gorbuletS[ellipszis[2, 1]][t] //
Evaluate, t, 0, 2 Pi]
t









23. a´bra. Ellipszis go¨rbu¨lete
5.1.3. Hiperbola
Defin´ıcio´: A hiperbola azon pontok halmaza a s´ıkon, melyeknek ke´t ro¨gz´ıtett pontto´l
(fo´kusz- vagy gyu´jto´pontokto´l) valo´ ta´volsa´ga´nak ku¨lo¨nbse´ge a´llando´. Parametrikus mo´-
don to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa:
c(t) = (a cosh t, b sinh t) t ∈ [0; 2pi],





hiperbola(a,b):=〈a cosh(t), b sinh(t)〉 hiperbola[a , b ][t ] :=
{a Cosh[t], b Sinh[t]}
A´bra´zola´s
a = −2, b = 1 a = 3, b = 2
plot([hiperbola(-2, 1)[1],
































Evaluate, {t, -Pi, Pi}]
t























Defin´ıcio´: A parabola azon pontok helye a s´ıkban, melyek egyenlo˝ ta´volsa´gra van-
nak egy adott pontto´l (fo´kuszpont, vagy gyu´jto´pont) e´s egy ezen a ponton a´t nem ha-
lado´ adott egyenesto˝l (direktrix, veze´regyenes). A fo´kusz e´s a veze´regyenes ta´volsa´ga
a parabola parame´tere, ennek fele´t gyu´jto´ta´volsa´gnak (a) h´ıvjuk. Parametrikus mo´don
to¨rte´no˝ elo˝a´ll´ıta´sa´ban a fo´kuszpont koordina´ta´i: (0; a).
c(t) = (2at, at2),
Maple Mathematica
A parabola defin´ıcio´ja
parabola(a):=〈2 a t, a t2〉 parabola[a ][t ] := {2 a t, a t2}
A´bra´zola´s
a = −2 a = 3
plot([parabola(-2)[1], parabola(-2)[2], t =
-4 .. 4], scaling = constrained)
ParametricPlot[parabola[3][t], {t, -4, 4},
AspectRatio − > Automatic]




























27. a´bra. Parabola go¨rbu¨lete
5.1.5. Logaritmikus spira´l
Defin´ıcio´: Logaritmikus spira´lnak nevezzu¨k a ko¨vetkezo˝ mo´don adott go¨rbe´t:
c(t) = (aebt cos t, aebt sin t),
ahol a e´s b parame´terek.
Maple Mathematica
A logaritmikus spira´l defin´ıcio´ja
logspiral(a,b):=
〈
ebt cos t, ebt sin t
〉
logSpiral[a , b ][t ] := a { Ebt Cos[t], Ebt
Sin[t]}
A´bra´zola´s
a = −2 a = 3
plot([logspiral(-1, 0.08)[1], logspiral(-1,
0.08)[2], t = 0 .. 12pi)])
ParametricPlot[logSpiral[1, 0.08][t], {t, 0,















28. a´bra. Logaritmikus spira´l
Go¨rbu¨let
plot(Curvature(logspiral(-1, 0.0), t), t =
0 .. 2pi)
Plot[gorbuletS[logSpiral[1, 0.08]][t] //
Evaluate, {t, 0, 12 Pi}]
t














29. a´bra. Logaritmikus spira´l go¨rbu¨lete
5.1.6. Csillaggo¨rbe
Defin´ıcio´: Csillaggo¨rbe´nek nevezzu¨k a ko¨vetkezo˝ go¨rbe´t:
c(t) = (a cosn t, b sinn t),





csillaggorbe(a,b,n):=〈a cosn t, b sinn t〉 csillagGorbe[a , b , n ][t ] := {a
(Cos[t])n, b (Sin[t])n}
A´bra´zola´s
a = 2, b = 1, n = 5 a = 4, b = 2, n = 3
plot([csillaggorbe(2,1,5)[1],
csillaggorbe(2,1,5)[2], t = −pi .. pi)])
ParametricPlot[csillagGorbe[4, 2, 3][t],
{t, -Pi, Pi} // Evaluate, AspectRatio
− > Automatic]














= −pi .. pi)
Plot[gorbuletS[csillagGorbe[4, 2, 3]][t] //
















31. a´bra. Csillaggo¨rbe go¨rbu¨lete
5.1.7. Ciklois
Defin´ıcio´: A´ltala´nosan a ciklois olyan go¨rbe, amelyet egy ira´ny´ıtott go¨rbe´n csu´sza´s ne´lku¨l
lego¨rdu¨lo˝ ko¨r egy meghata´rozott pontja ı´r le. A gyakorlatban azoknak a cikloisoknak van
jelento˝se´ge, melyekne´l az ira´ny´ıtott go¨rbe egyenes, illetve ko¨r.
Sza´munkra a ciklois azon pontok halmaza a s´ıkon, melyet egy b sugaru´ ko¨r adott
pontja ı´r le, miko¨zben egy szinte´n adott a sugaru´, az elo˝zo˝vel koncentrikus ko¨r csu´sza´s
ne´lku¨l legurul egy adott egyenesen. Ha a > b, akkor ro¨vid´ıtett cikloisro´l, ha a < b, akkor
hosszu´ka´s cikloisro´l besze´lhetu¨nk.
A go¨rbe parametrikus alakja:
c(t) = (at− b sin t, a− b cos t).
Maple Mathematica
A ciklois defin´ıcio´ja
ciklois(a,b):=〈at− b sin t, a− b cos t〉 ciklois[a , b ][t ] := {a t - b Sin[t], a - b
Cos[t]}
A´bra´zola´s
a = 3, b = 1 a = 1, b = 3
plot([ciklois(3,1)[1], ciklois(3,1)[2], t =
−5pi .. 5pi)])
ParametricPlot[ciklois[1, 3][t], {t, -3 Pi, 3


















plot(Curvature(ciklois(3,1), t), t = −5pi
.. 5pi)
Plot[gorbuletS[ciklois[1, 3]][t] //
Evaluate, {t, -3 Pi, 3 Pi}]
t












33. a´bra. Ciklois go¨rbu¨lete
5.1.8. Bernoulli lemniszka´ta´ja
Defin´ıcio´: A lemniszka´ta azon pontok me´rtani helye a s´ıkon, melyek ke´t adott pontto´l
valo´ ta´volsa´ga´nak szorzata a´llando´.




1 + sin2 t
,
a sin t cos t










, a sin t cos t
1+(sin t)2
〉
lemniszkata[a ][t ] := {(a Cos[t])/(1 +
(Sin[t])2), (a Sin[t] Cos[t])/(1 +
(Sin[t])2)}
A´bra´zola´s
a = −4 a = 3
plot([lemniszkata(-4)[1],
lemniszkata(-4)[2], t = −pi .. pi)])
ParametricPlot[lemniszkata[3][t], {t, 0, 2
Pi} // Evaluate, AspectRatio − >
Automatic]










34. a´bra. Bernoulli lemniszka´ta´ja
Maple Mathematica
Go¨rbu¨let
plot(Curvature(lemniszkata(-4), t), t = pi
.. pi)
Plot[gorbuletS[lemniszkata[3]][t] //
Evaluate, {t, 0, 2 Pi}]
t

















Defin´ıcio´: A sz´ıvgo¨rbe azon pontok halmaza a s´ıkon, melyeket egy adott a sugaru´ ko¨r
egy ro¨gz´ıtett pontja ı´r le, miko¨zben csu´sza´s ne´lku¨l gurul ve´gig egy ro¨gz´ıtett, szinte´n a
sugaru´ ko¨ro¨n.
A go¨rbe parame´teres alakja, ha a ro¨gz´ıtett ko¨r ko¨ze´ppontja az origo´:
c(t) = (2a cos t(1 + cos t), 2a sin t(1 + cos t))
Maple Mathematica
A sz´ıvgo¨rbe defin´ıcio´ja
szivgorbe(a):=〈2a cos t(1 + cos t),
2a sin t(1 + cos t)〉
szivGorbe[a ][t ] := {2 a Cos[t] (1 +
Cos[t]),2 a Sin[t] (1 + Cos[t])}
A´bra´zola´s
a = −1 a = 1
plot([szivgorbe(-1)[1], szivgorbe(-1)[2],
t = −pi .. pi)])
ParametricPlot[szivGorbe[1][t], {t, 0, 2
Pi} // Evaluate, AspectRatio − >
Automatic]
















t = pi .. pi)
Plot[gorbuletS[szivGorbe[1]][t] //
Evaluate, {t, 0, 2 Pi}]
t



















Defin´ıcio´: Csavarvonalnak nevezzu¨k a ko¨vetkezo˝ mo´don adott te´rgo¨rbe´t:
c(t) = (a cos t, a sin t, bt),
ahol a e´s b parame´terek.
Maple Mathematica
Defin´ıcio´
csavarvonal(a,b):=〈a cos t, a sin t, bt〉 csavarVonal[a , b ][t ] := {a Cos[t], a




csavarvonal(-1,0.2)[3]], t = -50 .. 50,
numpoints = 2000)
ParametricPlot3D[csavarVonal[1, 0.2][t],
{t, 0, 4Pi}, PlotPoints − > 2000,
















































A csavarvonal go¨rbu¨lete e´s torzio´ja is konstans, ı´gy ezek a´bra´zola´sa´to´l eltekintu¨nk.
5.2.2. Csigavonal
Defin´ıcio´: Csigavonalakat egy ma´r megle´vo˝ s´ıkgo¨rbe´bo˝l sza´rmaztathatunk. Legyen
az adott s´ıkko¨rbe cs(t) = (x(t), y(t)). Ekkor egy c parame´terrel rendelkezo˝ csigavonal
parametrikus egyenlete:
c(t) = (x(t), x(t), ct).
Maple Mathematica
Defin´ıcio´




5), 1)[1], csigavonal(csillaggorbe(2, 1, 5),
1)[2], csigavonal(csillaggorbe(2, 1, 5),
1)[3]], t = -10 .. 10, numpoints = 2000)
ParametricPlot3D[
Evaluate[csigaVonal[logSpiral[1, 0.08],



























A bal oldali ke´p egy csillaggo¨rbe´bo˝l, a jobb oldali ke´p pedig egy logaritmikus spira´lbo´l
ke´pzett csigavonalat a´bra´zol.




(csillaggorbe(2, 1, 5), 1), t)), simplify
(Curvature (csigavonal (csillaggorbe(2, 1,
5), 1), t))}, t = -10 .. 10)
Plot[gorbuletT[csigaVonal[logSpiral[1,
0.08], 0.5]][t] // Simplify,
torzio[csigaVonal[logSpiral[1, 0.08],
0.5]][t] // Simplify, t, 0, 12 Pi]
görbület torzió
t

















Defin´ıcio´: Egy go¨mb e´s egy egyenes ko¨rhenger metsze´svonala a Viviani go¨rbe´t alkotja
Legyen a go¨mb egyenlete x2 + y2 + z2 = 4a2 a henger egyenlete pedig (x− a)2 + y2 = a2.
Ekkor a Viviani go¨rbe parame´teres alakja:
c(t) =
(

















viviani(2)[3]], t = -10 .. 10, numpoints =
2000)
ParametricPlot3D[viviani[1][t], 1 +
Cos[t], Sin[t], 0, 2 Cos[t/2], 0, 2 Sin[t/2],
2 Cos[t/2], 2 Sin[t/2], 0, 0, 2 Cos[t/2], 2
Sin[t/2] // Evaluate, {t, 0, Pi}, Boxed
− > False, Ticks − > None, AxesEdge
− > {{-1, -1}, {-1, -1}, {-1, -1}},
PlotRange − > {{0, 2}, {0, 2}, {0, 2}},











41. a´bra. Viviani go¨rbe
Szemle´letes ke´p alkota´sa e´rdeke´ben a Mathematica´val to¨rte´no˝ a´bra´zola´skor nem csak a
go¨rbe´t jelen´ıtettem meg, hanem a ,,sza´rmaza´sa´nak ko¨ru¨lme´nyeit” is, azaz a ko¨rhenger e´s
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a go¨mb megfelelo˝ re´szeit.




simplify(Curvature(viviani(2), t)), t =
-10 .. 10)
Plot[{gorbuletT[viviani[1]][t],
torzio[viviani[1]][t]} // Evaluate, {t, 0, 2




















42. a´bra. Viviani go¨rbe go¨rbu¨lete e´s torzio´ja
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6. Sza´mı´to´ge´ppel ta´mogatott geometriai oktata´s
6.1. A sza´mı´to´ge´p mint oktata´si eszko¨z
Oktata´si eszko¨z, vagy taneszko¨z olyan anyagi, technikai ta´rgy, berendeze´s, anyag,
mely a tan´ıta´si e´s tanula´si ce´lok ele´re´se´t seg´ıti, valamint a tan´ıta´s, tanula´s hate´konysa´ga´t
no¨veli.
A taneszko¨zo¨k haszna´lata egyido˝s az oktata´s to¨rte´nete´vel. Ma´r az o´korban is hasz-
na´ltak tanula´st seg´ıto˝ eszko¨zo¨ket. Gondoljunk az akkori ta´bla´zatokra, vagy az o´kori
go¨ro¨go¨k a´ltal haszna´lt szorzo´ta´bla´ra, melyek seg´ıtse´ge´vel a bonyolultabb mu˝veletek egy-
szeru˝bbe´ va´ltak.
A taneszko¨zo¨k fejlo˝de´se´ben nagy le´pe´st jelentett a nyomtata´s feltala´la´sa a 15. sza´zad
dereka´n, ı´gy a megjeleno˝ ko¨nyvek is, melyek a mai napig az elso˝ sza´mu´ tanula´st seg´ıto˝
eszko¨zo¨k ko¨ze´ tartoznak. A 16-17. sza´zadban fellendu¨lt a terme´szettudoma´nyos ta´rgyak
ira´nti e´rdeklo˝de´s e´s oktata´s. Ekkor az iskola´k szerta´rait felszerelte´k ku¨lo¨nbo¨zo˝, a k´ıse´rletek
elve´gze´se´t seg´ıto˝ eszo¨zo¨kkel. A 17. sza´zadto´l a tapasztala´s hangsu´lyoza´sa, a szemle´letesse´g
fontossa´ga keru¨lt elo˝te´rbe. A szemle´ltete´s taneszko¨zei ekkor szu¨lettek meg, e´s azo´ta is
gyarapodnak, fejlo˝dnek ege´szen napjainkig. A 18. sza´zad ve´ge´n e´s a 19. sza´zad eleje´n
terjedtek el a ko¨nyvek, falite´rke´pek, fo¨ld-e´s e´ggo¨mbo¨k. 1835-ben jelent meg elo˝szo¨r az
oktata´sban a mai napig ne´lku¨lo¨no¨zhetetlen fekete ta´bla. A 19. sza´zad nagy tala´lma´ny, a
mozgo´film is helyet kapott a tan´ıta´s-tanula´s folyamata´ban. Az 1930-as e´vekben ke´szu¨lt
ı´ra´svet´ıto˝ ege´sz soka´ig volt haszna´latos az iskolai oktata´sban. A 20. sza´zadto´l szerepet
kaptak az audit´ıv eszko¨zo¨k, elso˝ke´nt a fonogra´f. Az elso˝ oktato´ge´pek a 19. sza´zad ve´ge´n
e´s a 20. sza´zad eleje´n jelentek meg. A 70-es e´vekre teheto˝ a programozott oktata´s megje-
lene´se e´s te´rho´d´ıta´sa. Hata´sa´ra a taneszko¨zo¨k funkcio´ja megva´ltozott. Eddig fo˝ feladatuk
a szemle´ltete´s volt, azuta´n a tan´ıta´s ira´ny´ıta´sa, a tananyag-feldolgoza´sa is megvalo´s´ıthato´
volt haszna´latukkal.
A 20. sza´zad ma´sodik fele´ben az audiovizua´lis eszko¨zo¨k, a sza´mı´to´ge´pek te´rho´d´ıta´sa
az iskola´ban a tanula´s ira´ny´ıta´sa´t, seg´ıte´se´t egyre nagyobb re´szben ta´mogatta´k. Nap-
jainkban a fejlett technikai sz´ınvonalat az elektronikus sza´mı´to´ge´pek ke´pviselik, melyek
ma´r szinte az o¨sszes ha´ztarta´sban megtala´lhato´k. Az iskola´k egyre jobban felszerelt
ge´ptermekkel rendelkeznek, e´s mindenhol megvalo´sult az informatika valamilyen szintu˝
oktata´sa.
A 20. sza´zad ve´ge´n a sza´mı´ta´stechnika fejlo˝de´se leheto˝ve´ tette az oktato´szoftverek,
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az adatba´zisok, az interakt´ıv modulok megjelene´se´t e´s taneszko¨zo¨kke´ va´la´sa´t. A csak
ko¨ru¨lme´nyesen, vagy egya´ltala´n nem szemle´ltetheto˝ jelense´gek esete´ben, illetve bizonyos
nehezen beszerezheto˝ vagy dra´ga szemle´lteto˝-, illetve k´ıse´rleti eszko¨zo¨k helyettes´ıte´se´re
is mind gyakrabban haszna´lja´k a ku¨lo¨nbo¨zo˝, az esetek to¨bbse´ge´ben szimula´cio´n alapulo´,
multime´dia´s szoftvereket. A sza´mı´to´ge´p teha´t egyre inka´bb a´tveszi a hagyoma´nyos ok-
tata´stechnikai eszko¨zo¨k szerepe´t is.
A mai legu´jabb oktata´si sege´deszko¨z az interakt´ıv ta´bla, mellyel a sza´mı´to´ge´p i-
ra´ny´ıthato´. A ta´bla helyettes´ıtheti a hagyoma´nyos ,,kre´ta´s ta´bla´t”, ugyanakkor la´tva´-
nyosabba´ teszi a tano´ra menete´t a benne rejlo˝ anima´cio´s leheto˝se´gek seg´ıtse´ge´vel. A
gyerekek sza´ma´ra e´rdekes, hogy ke´zzel mozgathatja´k a megjeleno˝ objektumokat, ı´rhatnak,
rajzolhatnak a ta´bla´ra, melyeket el is ta´rolhatnak. Mindezekbo˝l kideru¨l: ez nem csak egy
szemle´lteto˝ eszko¨z, hanem alkalmas arra, hogy a dia´k akt´ıvan re´szt vegyen a tano´rai
teve´kenyse´gekben.
Minden, az oktata´sban haszna´lt eszko¨zre igaz, hogy csak akkor lehet igaza´n hate´kony,
ha a felhaszna´lo´, legyen az aka´r a tana´r, aka´r a dia´k, saja´t ce´ljainak ele´re´se, feladatainak
megolda´sa e´rdeke´ben mind az eszko¨zre maga´ra mind pedig annak alkalmaza´sa´ra vonat-
kozo´an megfelelo˝ ha´tte´rismerettel rendelkezzen.
A sza´mı´to´ge´p ke´tfe´le mo´don jelenhet meg az oktata´sban. A sza´mı´to´ge´ppel sz-
ervezett oktata´s sora´n a tanulo´k nincsenek ko¨zvetlen kapcsolatban a sza´mı´to´ge´ppel.
A sza´mı´to´ge´p ebben az esetben oktatott anyagot nem ta´rol, mego˝rzi viszont a tanulo´k
eredme´nyeit, szervezi az oktata´s folyamata´t. A sza´mı´to´ge´ppel seg´ıtett oktata´s sora´n
a sza´mı´to´ge´p oktata´stechnikai eszko¨z, oktato´ge´pke´nt vesz re´szt a tan´ıta´si-tanula´si folya-
matban, to¨bbfe´le feladat megolda´sa´ban nyu´jt seg´ıtse´get tana´rnak, dia´knak egyara´nt.
Azok az oktato´feladatok, amelyeket a sza´mı´to´ge´pre szabtak iskolai keretekben, in-
ka´bb egy elektronikus tanko¨nyvre vagy munkafu¨zetre hasonl´ıtanak, amely az eszko¨z u´j-
szeru˝se´ge´ben ku¨lo¨nbo¨zik az ı´rott, nyomtatott anyagokto´l. A tanulo´k nem pap´ırt e´s tol-
lat haszna´lnak, hanem monitort, billentyu˝zetet e´s egeret. Ennek hate´konysa´ga ero˝sen
ke´rde´ses, tala´n csak ko¨ltse´gcso¨kkento˝ haszna lehet a pap´ırfelhaszna´la´s szempontja´bo´l,
vagy abban az esetben, ha az inte´zme´ny saja´t szoftvert haszna´l, esetleg olyan felte´telekkel
tudja azt megva´sa´rolni, hogy egy szoftvert jogosult futtatni az o¨sszes ge´pe´n. Az ilyen
t´ıpusu´ szoftvereket CAI-nak (Computer Assisted Instruction - Sza´mı´to´ge´ppel Ta´mogatott
Oktata´s) h´ıvja´k, e´s amint az a neve´ben is benne van, a hagyoma´nyos oktata´si sziszte´ma
e´rve´nyesu¨l, csak kiege´sz´ıtve a sza´mı´to´ge´ppel.
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Ezek a programok ro¨viden:
• Begyakorlo´programok Valamely megszerzett ke´szse´g haszna´lata´ban valo´ u¨gyes-
se´get fokozza´k. A helyes va´laszokat megero˝s´ıtik. A tanulo´knak a begyakorla´st addig
kell ve´gezniu¨k, mı´g a k´ıva´nt szintet el nem e´rik. A sza´mı´to´ge´p figyelemmel k´ıse´ri
a tanulo´ teljes´ıtme´nye´t, majd pedig ko¨zli az ele´rt eredme´nyeket, az adatokat e´s a
t´ıpushiba´kat. A begyakorlo´programok ce´lja, hogy a kora´bban ko¨zo¨lt ismereteket
megero˝s´ıtse.
• Ismeretko¨zlo˝, tan´ıto´ programok Ce´ljuk a tanulo´k seg´ıte´se az u´j ismeretek sz-
erze´se´ben. A sza´mı´to´ge´p szerepe az oktata´s e´s a sza´monke´re´s. A program az
ismeretfeldolgoza´s szaba´lyainak megfelelo˝en te´nyeket, fogalmakat, o¨sszefu¨gge´seket
ko¨zo¨l, majd pedig a szerkesztett ke´rde´sekkel teszteli a tanulo´k tuda´sa´t.
• Proble´mamegoldo´ programok A tanula´shoz az indukt´ıv megko¨zel´ıte´st hasz-
na´lja´k: proble´ma´kat mutatnak be, amelyeket a tanulo´ a fokozatos megko¨zel´ıte´s,
pro´ba´lgata´s mo´dszere´vel old meg. A tanulo´ feladata, hogy a megolda´sra egy algorit-
must dolgozzon ki e´s azt tesztelje le. A program fejleszti a tanulo´k proble´mamegoldo´
ke´pesse´ge´t, e´s a kutato´i attitu˝d kialak´ıta´sa´t is megkezdi.
• Szimula´cio´s programok A tanulo´ a valo´sa´g egy mesterse´gesen elo˝a´ll´ıtott ma´sa´val
a´ll szemben. Leheto˝ve´ teszi a gyakorla´st ko¨ltse´gek e´s vesze´lyek kocka´zata ne´lku¨l.
Alkalmazhato´ akkor is, ha a folyamat tu´l gyors, bonyolult vagy nincs hozza´ eszko¨z
stb. A sza´mı´to´ge´p seg´ıtse´ge´vel visszaadhato´ a k´ıse´rleteze´s izgalma, e´lme´nye. Nagy
me´rte´kben seg´ıti a gyors mege´rte´st, a biztosabb ro¨gz´ıte´st.
• Ja´te´kprogram A ja´te´kprogram szimula´cio´s elemet foglal maga´ban, de ne´lku¨lo¨zheti
is azt. A ja´te´k lehet oktato´ vagy nem oktato´ jellegu˝, atto´l fu¨ggo˝en, hogy kapcsoljuk-
e valamilyen oktata´si ce´lkitu˝ze´shez. Oktata´si ce´lokra haszna´lt ja´te´kprogramok mo-
tiva´lo´ ereju¨k miatt hasznosak.
Az oktata´si eszko¨zke´nt szolga´lo´ sza´mı´to´ge´p ku¨lo¨no¨sen jelento˝s szerepet ja´tszik, amikor
te´rben e´s ido˝ben va´ltozo´ eseme´nyeket, jelense´geket kell szemle´ltetni, bemutatni. Az elek-
tonikus sza´mı´to´ge´p a legfejletteb olyan eszko¨z, amely a jelense´geket, eseme´nyeket di-
namikusan va´ltozo´ forma´ban, interakt´ıv mo´don ke´pes le´trehozni, modellezni.
Az adatok, parame´terek va´ltoztata´sa´t a tana´r vagy a tanulo´ ve´gezheti ko¨zvetlen,
interakt´ıv kapcsolatban a sza´mı´to´ge´ppel. A tanulo´ ekkor akt´ıvan vesz re´szt a jelense´g,
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vagy egy - a valo´sa´gban nehezen megfigyelheto˝ - k´ıse´rlet szimula´cio´ja´ban. A szimula´cio´s
technika elsaja´t´ıta´sa ko¨zelebb viszi a gyerekeket a tudoma´nyos megismere´s e´s kutata´s
mo´dszereihez, e´s a sza´mı´to´ge´ppel mint eszko¨zzel valo´ manipula´cio´ az a´ltala´nos sza´mı´ta´s-
technikai kultu´ra fejleszte´se´t is szolga´lja.
A sza´mı´to´ge´p oktata´si eszko¨zke´nt valo´ alkalmaza´sa sora´n to¨bbfe´le feladatot, funkcio´t
to¨lthet be. Seg´ıtheti a tana´rt, a´tveheti annak bizonyos feladatait, de a pedago´gus emberi
jelenle´te´t, az oktata´sban beto¨lto¨tt szerepe´t nem po´tolhatja.
A sza´mı´to´ge´p gyors mu˝ko¨de´se, nagy memo´riakapacita´sa re´ve´n a alkalmas arra,
hogy a tanulo´ sza´ma´ra gyakorlo´ partneru¨l szolga´ljon, a tana´rt pedig seg´ıtse a tanulo´
munka´ja´nak, elo˝rehelada´sa´nak elleno˝rze´se´ben. Programok seg´ıtse´ge´vel ku¨lo¨nbo¨zo˝ szintu˝
feladatokat tu˝z ki, majd elleno˝rzi e´s e´rte´keli azok megolda´sa´t. Ezek a feladatok a lege-
gyszeru˝bb lexika´lis ismeretek kike´rdeze´se´to˝l az o¨na´llo´ proble´mamegolda´sig terjedhetnek.
O¨sszefoglalva a sza´mı´to´ge´p az oktata´s to¨bb teru¨lete´n lehet haszna´ra mind a tana´rnak,
mind a dia´knak. A szemle´ltete´s kifejezo˝ereje´n tu´l megmozgatja a tanulo´ fanta´zia´ja´t, in-
terakt´ıv mo´don bevonja o˝ket a a tanula´s-tan´ıta´s folyamata´ba. Az oktato´programok egyik
elo˝nye, hogy szinte mindig rendelkeze´sre a´ll. A sza´mı´to´ge´p viszont sohasem helyettes´ıtheti
a tana´rt. A tanulo´knak szu¨kse´gu¨k van emberi kommunika´cio´ra is.
6.2. A sza´mı´to´ge´p az oktata´sban
Az 1970-es e´vekben e´lo˝ Skinner vetette fel elo˝szo¨r a programozott oktata´s gondo-
lata´t. Szerinte a dia´kok iskolai tanula´sa´t u´gy kellene forma´lni, hogy programokat kapnak,
melyekben az ingereket u´gy szervezik meg, hogy a k´ıva´natos eredme´ny fele´ vigye´k a
tanulo´kat. A tuda´s megszerze´se´nek ege´sz folyamata´t nagysza´mu´ apro´ le´pe´sre kell lebon-
tani, e´s a megero˝s´ıte´se´nek az egyes le´pe´sek teljes´ıte´se´to˝l kell fu¨ggeni. A ge´pek haszna´lata
sora´n a helyes felelet megero˝s´ıte´se azonnali. Az a´ltala elme´letben kitala´lt tan´ıto´ge´p nem
terjedt el, hiszen abban a korban nem volt meg az ehhez szu¨kse´ges technikai ha´tte´r.
Az 1980-as, 90-es e´vekben a szeme´lyi sza´mı´to´ge´pek megjelene´se az oktata´st is be-
folya´solta. To¨bben pro´ba´lta´k alkalmazni a tan´ıta´s-tanula´s folymata´ban. A legjelento˝seb-
bek: Taylor, Slavin e´s Kulik, akik megfogalmazta´k a ge´pek szerepe´t.
• ,,ha´zitana´r” (tutor)
• bemutatja a tananyagot, majd ke´rdez
• e´rte´keli a va´laszokat
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• va´laszok mino˝s´ıte´se alapja´n u´j tananyot ad/gyakoroltat
• dokumenta´lja a dia´kok halada´sa´t
• sege´deszko¨z
• me´ro˝eszko¨z
• szimula´cio´ (k´ıse´rleti eszko¨z)
• a dia´k programoz
• a dia´k maga a´ll´ıtja be a tanula´si ko¨rnyezetet
• a dia´k a´talak´ıtja a megle´vo˝ eszko¨zt
• adott proble´ma´ra programot ke´sz´ıt
• oktata´sszervezo˝
• felme´ri a tanulo´ megle´vo˝ tuda´sa´t/ige´nyeit
• kiva´lasztja a tananyagot, vizsgafeladatot, illetve informa´cio´s forra´st
• vizsga´ztat e´s visszajelez
• nyilva´ntartja a halada´st, o¨sszeme´ri a tanulo´kat/oszta´lyokat.
A mai iskola´kban mindenu¨tt megtala´lhato´ a sza´mı´to´ge´p. Ko¨szo¨nheto˝ ez annak, hogy a
sza´mı´ta´stechnika vagy informatika o¨na´llo´ ta´rgyke´nt jelenik meg a tanervekben. Bevezete´se
a ko¨zoktata´sba nem volt zo¨kkeno˝mentes, hiszen a pedago´gusok to¨bbse´ge nem rendelkezett
a ge´pek haszna´lata´nak elo˝ismereteivel. Ennek ko¨vetkezte´ben ma is kevesen haszna´lja´k
szake´rtelemmel a ge´peket azokon az o´ra´kon, ahol ez nem felte´tlenu¨l szu¨kse´ges. Leggyako-
ribb, a sza´mı´ta´stechnikai o´ra´kon k´ıvu¨li alkalmaza´sa annyiban kimeru¨l, hogy az esetleges
ha´zi dolozatokat ge´pelve ke´rik a tanulo´kto´l, vagy pedig egy-egy anyagre´sz ismertete´se
sora´n prezenta´cio´t haszna´lnak.
A sza´mı´to´ge´p haszna´lata a tan´ıta´si o´ra´kon to¨bb ke´rde´st is felvet a pedago´gusok
szemszo¨ge´bo˝l ne´zve, melyek az ala´bbiak:
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• Minden tanta´rgy oktata´sa´ban haszna´lhato´k-e a sza´mı´to´ge´pre kifejlesztett eszko¨zo¨k
e´s mo´dszerek, vagy vannak olyan teru¨letek, ahol to¨bbet a´rt, mint haszna´l? A-
lapveto˝en ma´s-e a sza´mı´to´ge´ppel seg´ıtett tan´ıta´s e´s tanula´s, mint a hagyoma´nyos
pedago´gia?
• Jelent-e to¨bbletmunka´t a pedago´gus sza´ma´ra?
• Diszkrimina´l-e a ge´ppel seg´ıtett oktata´s?
Ve´leme´nyem szerint a sza´mı´to´ge´p megfelelo˝ me´rte´kben to¨rte´no˝ felhaszna´la´sa minden tan-
ta´rgy esete´n hasznos lehet a tanulo´k sza´ma´ra. Gondoljunk csak arra, hogy a gyerekek nagy
re´sze´nek otthon is van szeme´lyi sza´mı´to´ge´pe, melyet naponta haszna´l nem felte´tlenu¨l a
tanula´s ce´lja´bo´l. Viszont, ha ismerne´k a PC felhaszna´la´si leheto˝se´geit to¨bb tudoma´ny
teru¨leten belu¨l is, tala´n ce´ltudatosabban haszna´lna´k nem csupa´n ja´te´kke´nt, hanem az
informa´cio´ szerze´se´nek e´s feldolgoza´sa´nak egyik forma´jake´nt.
6.3. Sza´mı´to´ge´p e´s a geometria oktata´sa
A sza´mı´to´ge´p a matematika oktata´s to¨bb teru¨lete´n is alkalmazhato´. Ebbo˝l kifolyo´lag
to¨bb olyan alkalmaza´s is elke´szu¨lt, mely az egyes te´mako¨ro¨ket ce´lozza meg. Az algebra,
fu¨ggve´nytan, sza´melme´let, geometria, kombinatorika, statisztika, gra´felme´let teru¨lete´n is
to¨bb oktato´program ismeretes.
A kora´bbi fejezetekben bemutatott Maple e´s Mathematica programcsomagok is al-
kalamsak mindezen te´mako¨ro¨k feldolgoza´sa´ra. Ve´leme´nyem szerint ezek az alkalmaza´sok
ko¨ze´piskolai haszna´lata nehezen oldhato´ meg, ami egyre´szt annak ko¨szo¨nheto˝, hogy a
szoftverek nem e´rheto˝k el ingyenesen. Ugyanakkor tu´l o¨sszetettek ahhoz, hogy egy a´tlagos,
a sza´mı´ta´stechnika´val ismerkedo˝ dia´k ce´ltudatosan haszna´lja´k o˝ket. Terme´szetesen van-
nak olyan tanulo´k, akik me´lyebb informatikai ismeretekkel rendelkeznek, nekik nem okozna
nehe´zse´get ezen programcsomagok kezele´se megfelelo˝ tana´ri ira´ny´ıta´ssal.
A matematika ta´rgyko¨rein belu¨l szeretne´m kiemelni a geometria oktata´sa sora´n
felmeru¨lo˝ leheto˝se´geket. A geometria tan´ıta´sa -tanula´sa sora´n to¨bb taneszko¨z veheto˝
ige´nybe. Ehhez ad seg´ıtse´ge´t az Oktata´si Miniszte´rium a´ltal kiadott ko¨zleme´ny, mely-
ben re´szletesen, tanta´rgyanke´nt e´s te´mako¨ro¨kke´nt o¨ssze van gyu˝jtve az aja´nlott eszko¨zo¨k
lista´ja. Ebbo˝l a dokumentumbo´l ismertetem a geometria´ra vonatkozo´ re´szt.
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Te´ma Minima´lis Aja´nlott



























































Ebbo˝l a ta´bla´zatbo´l is kideru¨l, hogy a sza´mı´to´ge´p a hagyoma´nyos (ko¨rzo˝, vonalzo´, ta´bla)
eszko¨zo¨k mellett fontos szerepet ja´tszhat a geometria oktata´sa sora´n. A te´mako¨r sz-
inte minden teru¨lete´n kiva´lo´an haszna´lhato´. Legfo˝ke´ppen szerkeszte´si feladatok, transz-
forma´cio´k tan´ıta´sa sora´n bizonyulhat hate´kony eszko¨znek.
Az itt eml´ıtett Euklidesz program a geometriai a´bra´zola´s, a koordina´ta-geometria
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teru¨lete´n nyu´jt seg´ıtse´ge´t a tana´r e´s dia´k sza´ma´ra. Ugyanezt teszi a GeoGebra program
is, mely teljesen ingyenes, e´s leto¨ltheto˝ a www.geogebra.at oldalro´l. A dolgozat tova´bbi
re´sze´ben ezen alkalmaza´s leheto˝se´geit szeretne´m ismertetni.
6.4. A GeoGebra
Ko¨ze´piskolai sege´dletke´nt ı´rta Markus Hohenwarter a Salzburg Egyetemen. A Ge-
oGebra egy dinamikus szerkeszto˝program, mint ilyen rendelkezik sza´mos tulajdonsa´ggal.
Ne´zzu¨k ezeket sorban.
Ke´tfe´le pontot ku¨lo¨nbo¨zete meg: ba´zispontok, melyek a s´ıkon ba´rhol felveheto˝ek;
sza´rmaztatott pontok, melyek ma´r megle´vo˝ alakzatok metsze´spontjai a´ltal jo¨nnek le´tre.
Az elke´szu¨lt a´bra´n a ba´zispontok helyzete´nek megva´ltoztata´sa´val mo´dosulnak a sza´rmaz-
tatott pontok helye is u´gy hogy a logikai kapcsolat fennmarad. Sza´mos pe´lda tala´lhato´,
ahol ez kifejezett elo˝nyt jelent a hagyoma´nyos pap´ır-ceruza mo´dszerrel szemben. Pe´lda´ul
a gyerekek megtanulja´k, hogy a ha´romszo¨g magassa´gpontjai az egyes ha´romszo¨gt´ıpusok
esete´n hol helyezkedik el. Ehhez a fu¨zetbe ke´sz´ıtenek egy-egy a´bra´t. A programmal
elegendo˝ egyszer megszerkeszteni egy tetszo˝leges ha´romszo¨g esete´ben a magassa´gpontot.
Ezuta´n a ha´romszo¨g pontjainak va´ltoztata´sa´val ele´rheto˝, hogy ma´s t´ıpusu´ ha´romszo¨get
kapunk e´s a magassa´gpont helyzete ennek fu¨ggve´nye´ben va´ltozik. I´gy la´tva´nyos mo´don
a gyerekek sza´ma´ra is vila´gos lesz, mie´rt ott helyezkednek el a magassa´gpontok, ahogy
azt a tana´rral megbesze´lte´k. Ha mindezt a fu¨zetben szeretne´nk szemle´ltetni, akkor az
sokkal ko¨ru¨lme´nyesebben to¨rte´nne, hiszen minden egyes va´ltoza´s esete´n u´j a´bra´t kellene
szerkeszteni, ami ido˝ige´nyes, nem tu´l e´rdekfesz´ıto˝ e´s nem ko¨ti le a gyerekek figyelme´t. A
GeoGebra interaktivita´sa pontosan ezt a proble´ma´t oldja meg. Ezt kihaszna´lva nem
csak a szerkeszte´si feladatok, hanem a transzforma´cio´k ta´rgyala´sa is ko¨nnyebbe´ va´lhat.
A program ma´sik tulajdonsa´ga az interaktivita´s melett a nyomvonal ke´sz´ıte´se.
Le´nyege abban a´ll, hogy egy megszerkesztett a´bra´n egy ba´zispontot ve´gigfuttatunk egy
objektumon - mely lehet egy szakasz, fe´legyenes, ko¨r, ku´pszelet - e´s eko¨zben egy futo´, a
ba´zispontto´l valamilyen forma´bban fu¨ggo˝, sza´rmaztatott pont nyomvonala´t megjelen´ıtju¨k.
Ezen funkcio´ legfontosabb alkalmaza´si teru¨lete a me´rtani helyek meghata´roza´sa´t ige´nylo˝
feladatok megolda´sa.
A geometriai szerkeszto˝programok legla´tva´nyosabb e´s ebbo˝l kifolyo´lag a dia´kok
sza´ma´ra lege´rdekesebb funkcio´ az anima´cio´, mely abbo´l a´ll, hogy egy ba´zispontot fut-
tatunk valamilyen alakzaton, miko¨zben egyma´s uta´n minden egyes fa´zisban megjelenik
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az aktua´lis szerkeszte´snek megfelelo˝ a´bra. Mo´dszertani szempontbo´l az anima´cio´k alka-
lmaza´sa´nak ketto˝s ce´lja van. Egyre´sz la´tva´nyossa´ga´val motiva´cio´s eszko¨zke´nt haszna´l-
hatjuk, ma´sre´szt a tanulo´k sza´ma´ra u´j fogalmak bevezete´se´re, szemle´ltete´se´re to¨ke´letesen
alkalmas mo´d.
A szerkeszto˝programok hatalmas elo˝nye, hogy az elke´sz´ıtett szerkeszte´s ba´rmikor
visszaja´taszhato´. Az egyes le´pe´sek u´jraja´tsza´sa sora´n leheto˝se´g van a tananyag isme´tle´se´re
e´s ro¨gz´ıte´se´re.
A tova´bbiakban ne´zzu¨k maga´t a programot.













43. a´bra. A GeoGebra 3.0 ke´zelo˝i felu¨lete
74
6 SZA´MI´TO´GE´PPEL TA´MOGATOTT GEOMETRIAI OKTATA´S
Ne´zzu¨k meg ko¨zelebbro˝l az eszko¨zta´rat, mely nagy seg´ıtse´get jelent a szerkeszte´s folyama´n.
Kilenc ikon tala´lhato´, melyek to¨bb funkcio´t is takarnak.
1. Mozhata´s, pont ko¨ru¨li forgata´s
2. u´j pont; ke´t alakzat metsze´spontja;felezo˝ vagy ko¨ze´ppont
3. egyenes ke´t ponton keresztu¨l; szakasz ;szakasz pontbo´l adott ta´volsa´ggal; fe´legyenes;
vektor; vektor pontbo´l ;sokszo¨g, regula´ris poligon
4. mero˝leges; pa´rhuzmos; szakaszfelezo˝; szo¨gfelezo˝; e´rinto˝; pola´ris
5. ko¨rko¨ze´pponttal e´s kero¨leti ponttal; ko¨r ko¨ze´pponttal e´s suga´rral;ko¨re´ ı´rt ko¨r; ke´t
pontra illeszkedo˝ fe´lko¨r; ko¨r´ıv ko¨ze´ponttal e´s ke´t pontja´val; ha´rom pontra illeszkedo˝
ko¨r´ıv; ko¨rcik ko¨ze´pponttal e´s ke´t pontja´val; ha´rom pontra illeszkedo˝ ko¨rcikk; ku´p-
szelet 5 ponton keresztu¨l
6. szo¨g; szo¨g adott me´rettel, ta´volsa´g; teru¨let; lejto˝; csu´szka; me´rtani hely;
7. centra´lis tu¨kro¨ze´s; tengelyes tu¨kro¨ze´s; pont ko¨ru¨li forgata´s adott szo¨ggel; eltola´s
vektorral; centra´lis nyu´jta´s
8. szo¨veg beszu´ra´sa;ke´p beszu´ra´sa; kapcsolat ke´t alakzat ko¨zo¨tt
9. rajzlap mozgata´sa; nagy´ıta´s; kicsiny´ıte´s; alakzat mutata´sa/elrejte´se; felirat mu-
tata´sa/elrejte´se; vizua´lis st´ılus ma´sola´sa; alakzatok to¨rle´se.
44. a´bra. A Geogebra 3.0 eszko¨zta´ra
Az adatokat az adatbeviteli mezo˝ seg´ıtse´ge´vel, vagy pedig az eszko¨zta´r haszna´lata´val
lehet bevinni, melyek azta´n objektumokka´ va´lnak. Egy objektum lehet la´thato´ vagy
la´thatatlan annak fu¨ggve´nye´ben, hogy szeretne´nk-e a munkalapon megjelen´ıteni, vagy
sem. Ez hosszabb, o¨sszetettebb szerkeszte´sekne´l nagyon hasznos lehet.
75
6 SZA´MI´TO´GE´PPEL TA´MOGATOTT GEOMETRIAI OKTATA´S
Az objektumok t´ıpusai
Szabad objektum: ide tartozik minden olyan objektum, mely semmilyen ma´sik obe-
jktumto´l, adatto´l nem fu¨gg.
Fu¨ggo˝ objektum: ebbe a csoportba sorolhato´k azok az objektumok, melyek valamilyen
logikai kapcsolatban a´llnak ma´s objektumokkal, pe´lda´ul metsze´spontok.
Sege´d objektumok: az elo˝zo˝ ke´t katego´ria´ba be nem sorolhato´ objektumok. Ide a
felhaszna´lo´ teheti a´t a ma´r megle´vo˝ objektumokat.
Fix objektumok: olyan opcio´, melynek bekapcsola´sa´val az objektum nem lesz moz-
gathato´. Ez a funkcio´ csak szabad objektumok esete´n a´ll´ıthato´ be.
Ez elo˝bb felsoroltakon k´ıvu¨l a program to¨bb leheto˝se´get biztos´ıt sza´munkra.
Sz´ıneze´s Ennek seg´ıtse´ge´vel tehetju¨k ko¨nnyebben e´rtheto˝ve´ az a´bra´nkat. Leheto˝se´g van
elo˝re definia´lt sz´ınek haszna´lata´ra, illetve u´j sz´ın le´trehoza´sa´ra is.
Vizua´lis effektek Ide tatroznak azon bea´ll´ıta´si leheto˝se´gek, melyek a la´tva´nyt k´ıva´nja´k
fokozni. Pe´lda´ul vonalvastagsa´g, vonalst´ılus.
Mente´s e´s exporta´la´s seg´ıtse´ge´vel az elke´szu¨lt a´bra u´jbo´l felhaszna´lhato´va´ va´lik.
A program mu˝ko¨de´se´nek ko¨zelebbi megismere´se´hez ne´zzu¨nk konkre´t pe´lda´kat.
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6.4.1. Magassa´gpont szerkeszte´se
Feladat: Szerkesszu¨k meg egy tetszo˝leges ha´romszo¨g magassa´gpontja´t.
Ehhez elso˝ le´pe´sben vegyu¨k fel a ha´rom csu´cspontot, melyhez a ma´sodik ikont fogjuk
haszna´lni. A ha´rom csu´cs neve: A,B,C
A szemle´letes a´bra e´rdeke´ben rajzoljuk meg a ha´romszo¨g oldalait, mely legko¨nnyebben
a harmadik ikon segitse´ge´vel e´rheto˝ el.
Ezuta´n szerkesszu¨k meg az a, illetbe a b oldalhoz tartozo´ magassa´gvonalakat, ami
a negyedik ikon megfelelo˝ funkcio´ja´nak haszna´lata´val ko¨nnyen megteheto˝.
Az ı´gy kapott ke´t egyenes metsze´spontja lesz a keresett magassa´gpont. A metsze´spontot
nevezzu¨k el M-nek a helyi menu¨ haszna´lata´val.
A ke´sz a´bra´n fogjuk meg az egyik alappontot, azaz a ha´romszo¨g egyik csu´cspontja´t
e´s mozgassuk. La´thato´, hogy a to¨bbi, sza´rmaztatott adat vele egyu¨tt mo´dosul.
Hasonlo´an el lehet ke´sz´ıteni az o¨sszes szerkeszte´si feladat megolda´sa´t, hiszen a Ge-
oGebra ismeri az alapszerkeszte´sek nagy re´sze´t.
45. a´bra. Magassa´gpont
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6.4.2. Ellipszis-´ıv szerkeszte´se
Feladat: Szerkesszu¨k meg egy olyan ellipszis ı´ve´t, melyne´l 2a = 10 egyse´g!
A megolda´s sora´n kihaszna´ljuk a GeoGebra nyomvonal szerkeszte´se´nek leheto˝se´ge´t.
Elso˝ le´pe´sben definia´ljunk egy csuszka´tm mely az eszko¨zta´r haszna´lata´val ko¨nnyen megte-
heto´. A´ll´ıtsuk be az intervalluma e´rte´keit: minimum:0, maximum:10; beoszta´s:0.01.
Ezuta´n vegyu¨nk fel ke´t tetszo˝leges pontot u´gy, hogy ta´volsa´guk kevesebb legyen 10 egy-
se´gne´l. Ezek lesznek a fo´kuszpontok, eze´rt nevezzu¨k el o˝ket F1-nek e´s F2-nek. Szerkeszzu¨k
meg az ellipszis egyik pontja´t a defin´ıcio´t felhaszna´lva. Rajzoljuk meg az F1 ko¨ze´ppontu´,
a sugaru´ ko¨rt, majd F2 ko¨ze´ppontu´ 10− a sugaru´ ko¨rt. Ezen ko¨ro¨k metsze´spontjai adja´k
a go¨rbe egy-egy pontja´t. Az a´tla´thato´bb a´bra e´rdeke´ben a ko¨ro¨ket ne jelen´ıtsu¨k meg.
A´ll´ıtsuk be, hogy a ke´t metsze´spont nyomvonala keru¨ljo¨n megjelen´ıte´sre. Ezt a
pontokna´l megjeleno˝ helyi menu¨vel e´rhetju¨k el olymo´don, hogy kiva´lsztjuk a nyomvonal
menu¨pontot.




6 SZA´MI´TO´GE´PPEL TA´MOGATOTT GEOMETRIAI OKTATA´S
6.5. O¨sszegze´s
O¨sszesse´ge´ben elmondhato´, hogy a sza´mı´to´ge´p hasznos seg´ıto˝ta´rsa lehet mind tana´r,
mind dia´k sza´ma´ra nem csak informatika o´ra´n, hanem a matematika te´mako¨reiben is.
Amellett, hogy la´tva´nyossa´, e´rdekesse´ teheti az o´ra folymata´t, megismerteti a dia´kokat





Dolgozatomban megpro´ba´ltam bemutatni az informatika soksz´ınu˝ alkalmaza´sainak
leheto˝se´geit. Kideru¨lt, hogy a geometria oktata´sa e´s e te´mako¨ro¨n belu¨l ve´gzett tanul-
ma´nyok jelento˝sen ko¨nnyebbe´ va´lnak, ha a sza´mı´ta´stechnika a´ltal nyu´jtott megolda´sokat
is haszna´ljuk. A Maple e´s Mathematica programcsomagok tuda´sa´nak, teljes´ıtme´nye´nek
egy re´sze´t tudtam csak bemutatni. Az o¨sszes funkcio´ le´ıra´sa szinte lehetetlen va´llalkoza´s
volna tekintettel az alkalmaza´sok globa´lis volta´ra. Viszont ennyibo˝l is egye´rtelmu˝ve´ va´lt
sza´momra, hogy a tudoma´nyteru¨letek ko¨zo¨tti hata´rok egyre jobban elmoso´dnak.
A szakdolgozatomban kite´rtem az oktata´sban is megvalo´sulo´ jo¨vo˝ ira´nya´ba, ahol
az informa´cio´ szerepe tova´bb ero˝so¨dik e´s annak mino˝se´ge, illetve megszerze´se´nek mo´dja
tendenciaszeru˝en az informatika felhaszna´la´sa´val alakul ki. Nagy me´rte´kben seg´ıti az
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